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Analisi matematica.

Remarques sur quelques théorémes relatives
a l'inverse genéralisée d'un opérateur linéaire dans les espaces de Hilbert.
Nota di EMaNo1L ARGHIRIADE e AcHIM DRAGOMIR, presentata © dal
Socio B. SEGRE.

RIASSUNTO. — Si estende con opportune modifiche un risultato ottenuto in una prece-
dente Nota lincea [5], concernente I’argomento specificato nel titolo.

I. Soient f1, He des espaces de Hilbert; A un opérateur lindaire
Jl1— JHp; linverse généralisée de A, (brievement i.g.) est un opérateur
A%, Ho— Hy, défini par Y. Y. Tseng [1], [2], [3], [4] qui a ennoncé aussi
un théoréme donnant une condition necessaire et sufisante pour I'éxistence
de I'i.g. Pour d’autres informations bibliographiques nous renvoyons & [5].

Une définition simplifiée de I'i.g. se trouve dans [5]. Rappelons le théo-
reme de Y. Y. Tseng [1; p. 432], [4; pp- 673-4], les notations étant celles
de [5]: Un opérateur linéaire A : Fi— HKa, (D(A)) = H1 admet une i.g. si
et seulement si

(1) D =D (A) = O (A)@(DN O (A,

Dans ce cas A admet une i.g. maximale unique Mgy pour laquelle D (AL, est
maximum et pour lagquelle

NV =D (Ah) =R WaH A ot OL(AL) — R (@A)

toute autre i.g., A* o5t une restriction de Ar AL est la seule s, g possédant
un espace nul fermé. . ‘

Pour ce théoréme on a donné un énnoncé simplifié [5]; le théoréme
reste encore vrai pour un opérateur A pour lequel D (A) n’est pas néces-
sairement dense dans Hi; la derniére partie du théoréme de Tseng, tel qu’il
est ennoncé plus haut, doit étre modifide, et nous nous proposons de montrer
de quelle maniére.

2. Rappelons quelques propriétés de I'i.g A¥, quiont été établies dans [5]
(2) MN=DA) =NA)RA" ; KAH =N (A)l ;

N (A) = D (AT

() N=9AN=NAHORA) ; KA =2noAHL;
NAT) = 2ng @At

(*) Nella seduta del 19 aprile 1969.
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les sommes considérées étant des sommes directes orthogonales. I.’opérateur A
détermine une application biunivoque entre & (A™) et & (A) et A™ une appli-
cation biunivoque entre & (A) et & (A™); si A, AT sont les restrictions des
opérateurs A, AT pour & (A", & (A) resp. on a

(@) AT =A7L

A chaque sousespace SQQ‘K(A)J‘ correspond une i.g, A*; pour A¥ et pour
AL =&)Y, on a

4) P=DAN=RABGBS ; V=DA% =K A)OR A,

() MANH=S ; NMALI=RA) ; *AH=RAL) =D N AL,

3. LEMME. Dans un espace de Hilbert &, considérons les sous—espaces S
et S1(SNS1 = 0) et la somme orthogonale directe

©) =SS

le sous-espace £ estdense dans &, si et seulement si S = St | St étant le complé-
ment orthogonal de S dans XK.
Nous avons toujours la relation

7 ¥ =S, 0S¢,

Supposons § = S+ = St si pour v € J nous avons v | £, on a en particulier
v]S,donc v |SetveSt=G)t =S;. On a aussi en particulier v | Sy,
donc v | Si et v €Si-. Donc v €5;ASE = o et puisque v = 0, £ est dense.
Réciproquement supposons £ = df; tout point y € & est un point adhérent
de £ et si y €%, alors y est un point d’accumulation de £. Soit y € S{;
puisque ¥ est un point adhérent de £, nous avons une suite {y,}C2 telle
que {y,}—y. En vertu de (7) on déduity, =, +%,,n,€S,¢, €S;. Soit P
le projecteur de & sur Si-; comme P est linéaire et continu [6; p. 102] de la
relation {9, + {,}—~», on déduit {Pxn, + P{,}—Py. Mais Px, =1, car
SCSY et on a aussi P, =o0, car {,€S; et Slj_SiL; Py = ». Donc {7, }—>,
avec {7,}CS. Donc tout y €St est un point adhérent pour S, donc St CS.

D’autre part S| S1=S ]S et donc SCS{. Des inclusions SECS et
SCSt on déduit S = St

4. Soit S un sousespace d’un espace de Hilbert &, de dimension nfinite.
Sur S on peut faire les hypothéses

(8) 19S=S==d, 20545 et S==3d, 30S=K, (S=T ouSY),

Dans un espace de Hilbert il existe une infinité de sous espaces appartenant
a chacune de ces trois classes; cela est connu et on peut d’ailleurs le démontrer
directement avec facilité. &% (A)L est un sousespace fermé de K [6; p. 83]
et est a son tour un espace de Hilbert; en prenant pour SC & (A) un sous
espace fermé de & (A)* (il y a une infinité de pareilles sous espaces, par
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exemple les sous espaces de dimension finie) la premitre formule (5) montre
que 9T (AT) est fermé. V.V. T seng avait affirmé que AL est la seule i. g qui
a un espace nul fermé; d’aprés ce qui précéde on voit gu'il vy a en realité une
infinité d’i.g ayant un espace nul fermé; lexplication de cette affirmation de
Tseng se trouve a la fin du nr. s.

5. Revenons aux formules (4)
© AN =V=fA)OS ; V=D (Ah) = K (A)OR A

(SC R(A)‘L, S = 9 (A™)). Comme & (A)L est aussi un espace de Hilbert,
il existe donc dans Si(A)J' une infinité de sous—espaces S appartenant a
chaque des classes (8); a l'aide des formules (9) et en appliquant le lemme,
on peut déterminer dans chaque cas, si D (A™) est dense ou non.

THEOREME 1. Les i.g d'un opérateur A se partagent en deux catégories:

L. I existe une infinité d'i.g, AT, pour lesquelles D (A™) est dense; pour
ces 1.g on a N(A+) =& (A)'L et véciproguement, parmi ces i.g se trouve
Af.. Il suffit de prendre pour S, dans (9) un sousespace appartenant a la
classe 3%, de (8), S = & = & (A)L.

II. 7] existe aussi une infinité d'i.g. pour lesquelles D (A w'est pas
dense; pour ces i.g on a OV (A+)==& (A)J' et réciproguement, car si on avait
M AT =& (A)'L alors en vertu du lemme, A serait dense; il suffit de prendre
pour S dans (9) un sousespace de SR(A)‘L appartenant a la classe 19 ou 20
de (8). Parmi les i.g de la catégorie II il existe une infinité pour lesquelles
MATH =N (AFH) =& (A)‘L et il existe aussi une infinité pour lesquelles
N (AT) F=DT(A+) ez 9T (AF) =& (A)J'. Comme il en résulte de (8).

Y. Y. Tseng ne considére que des opérateurs pour lesquels D (A) et
D (A™) sont denses dans I, Ha clest a dire qu’il considére seulement les
opérateurs de la catégorie I sans prendre en considération ceux de la caté-
gorie I1. Or si © (A™) est dense, d’aprés le théoréme précédant 9T (A+) = & (A)*
et par conséquant U (AT) =S est en général non fermé, hormis pour
N (AL =& (A)'L, qui est fermé. La derni¢re partie du théoréme de Tseng
(nr. 1) doit étre modifiée comme il suit: powr les i.g ayant un domaine
D (A*) dense, AL, est la seule i. g admettant un espace nul fermé.

6. Supposons que A : JH;— Hz, est un opérateur fermé; on sait alors
que 9T (A) est un sous—espace fermé [7; p. 165]. Nous avons

@) , ¥y = (A @I (A)L.

Pour x €9 (A) =D, on a x =1+ 22,21 €D (A), 22 € O (A)'L; donc
x2 = x — x1 € Dl et par conséquant xz € D1 (A)'L et on déduit

(10) D = O (A) @ (DN O (A)D),

qui est précisément la relation (1); donc un opérateur fermé admet toujours
des i.g.
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Considérons une i.g, A™, pour laquelle 9T (A™) est un sous—espace fermé
(on sait qu’il ¥ a une infinité de pareilles i.g; voire nr. 5). D’aprés (3) nous
avons

(11) D =R (A)DOT (A™).
Considérons les suites
(12) {znyC®® , {Afy,}CR@A").
D’aprés (11) on a
(13) Y= +C , mEeR@A) , L eNAT

on suppose ces suites convergentes

149 d={n+lon 5 (AT ={AT AT ={AT ) Leq (AT),
car §, € 9 (A™). On sait que AT est un opérateur fermé, si et seulement si
[6; p. 94]

(13) ned | E=ATq

Soit P le projecteur de Hz sur O (AT) = 9T (A+); comme P est linéaire et
continu et comme d’aprés (11), 9 (AT) | & (A) il en résulte de (14)

<I6) {Pyn} = {P‘Y)n + Pcn} = {Pcn} = {Cn}"} P'Y) ="M E@Z,(A+>

car v, €& (A) et en vertu de (11), v, | 9 (A™); ensuite {, € O (A et PY, ={
et n; € O (A™) puisque O (A™) est fermé.

Les suites {y,} et {{,} sont convergentes en vertu de (14) et (16) et
alors {n,} = {y, —ZC,} est aussi convergente comme étant la différence de
deux suites convergentes et alors de (13) et (15) on a

7

(17) {n}=n—m , (medAm),
d’aprés (14) on a ATy, = A% x,; posons
(18) ' Ay, =A%y, =x,eR (AT,

Puisque AT établit une correspondance biunivoque (nr. 2) entre & (A) et
& (A") et comme d’apres (13) et (18), on déduit de (18) en vertu de (4)

(19) Az, =,
En tenant compte de (18), (14);, (19), (17)
1)  {m}={ATy}={ATn)CR @AY ; {x}oEeX@AH
(20)  {Ar}={n}CRA) ; {Ax,}on—mn ; (€A
Nous avons donc les suites Convergeﬁtes

{x}CRAT) ; {x,}>EeR@AT) ; {Ax,}>n—mn, (n1 € OT (AF)).
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Mais A est un opérateur fermé et [6; p. 94] nous avons
(20" Eed ; q—u = AEL.

Nous savons d’apres (19") que & € R (A+) et puisque & € D! en vertu de (2):
ELOC(A) et E=8+E,E1€9(A),EeR (AT). Considérons le produit

scalaire
o0=(&, 9O (A)=(E1+E , M (A)=(E1, OC(A)), carézeR (A*) et £z | OT(A).

Comme &; € 9T (A) on déduit en particuliere (&1, &) = o, donc 1= o0 et
E=F1+ =8 eR (AT). Dans les formules (20') nous avons

(21) Eeq (A™).

Alors AE € R (A) et de (20') on déduit n = n; + AE € 92 puisque d’ apres (16)
7, € O (A™), qui est la premiére formule (15). Nous avons encore AT n =
= A", + AT AL Mais A4= M =0 car 7 €M (AT) et en vertu de (21) et
de (4), AT AL = £, donc A" 9 = £ qui est la seconde formule (15); donc AT
est un opérateur fermé.

THEOREME 2. Un opérateur fermé admet toujours des i.g. Toute i.g ayant
un espace nul fermé (et il y en a une infinité de pareilles i.g) est egalement un
opérateur fermé.

Y. Y. Tseng avait affirmé [2; p. 607] [4; p. 674] qu'il existe une seule
i.g, U'i.g maximale qui est un opérateur fermé, nous voyons que contraivement
a cette affirmation, il y a une infinité d’i.g fermées

Remarque 1. Pour Amax, on a de (g5), 9 (A,mX =& (A)J' et comme
SK(A):F est un sousespace fermé de Kz, il en résulte d’aprés ce qui precede
que Amax est un operateur ferme comme tout i. g est une restriction de Amax, il
en résulte que toutes les i.g d’un opératenr fermé, sont des opérateurs admettant
une. fermeture.

Remarque 2. Les calculs faits au commencement du nr. 6, permettent
de tirer une conséquance plus générale: un opérateur A ayant un espace nul
fermé, admet des i.g.

7. Soit A un opérateur admettant un adjoint A¥; comme A* est fermé
[6; p. 97], 'adjoint A* admet des i.g. Y. Y. Tseng a demontré la formule
[ p. 433], [4; p. 674]
(22) DAY =8 (Wlen @™
‘Comme AT* = (A™)* cette formule suppose que A admet une i.g, qui & son
tour admet un adjoint. En ecrivant la premitre formule (2) pour A¥

au licu 'de A, on a D(A*) =N AYORA*") et comme [1; p. 433]
N (A*) = &k (A)L la formule précédante devient

(23) D (A% =& (A)tos @),
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THEOREME 3. Un opérateur adjoint A*, admet toujours des i.g et est
vérifice la formule (23). La formule (23) est plus générale que le formule (22),
puisqu’elle ne suppose pas que A admet une i.g. D’ailleurs de (22) et (23)
on déduit & (A1) = & (A*™).
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