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A nalisi m atem atica. —  Remarques sur quelques théorèmes relatives 
à Vinverse généralisée d'un opérateur linéaire dans les espaces de Hilbert. 
Nota di E m a n o il  A r g h i r i a d e  e A c h im  D r a g o m ir , presentata (*} dal 
Socio B. S e g r e .

RIASSUNTO. —  Si estende con opportune modifiche un risultato ottenuto in una prece­
dente Nota lincea [5], concernente l’argomento specificato nel titolo.

1. Soient qKi , dC2 des espaces de Hilbert; A  un opérateur linéaire 
QEi->df2; l’inverse généralisée de A, (brièvem ent i.g.) est un opérateur 
A + , 3Ì2-> 3Ci} défini par Y. Y. Tseng [1], [2], [3], [4] qui a ennoncé aussi 
un théorèm e donnant une condition necessaire et sufisante pour l’éxistence 
de l’i.g. Pour d ’autres inform ations bibliographiques nous renvoyons à [5].

U n définition simplifiée de l’i.g. se trouve dans [5]. Rappelons le théo­
rèm e de Y. Y. Tseng [1; p. 432], [4; pp. 673-4], les notations étant celles 
de [S]: Un opérateur linéaire A  : dC2 , (®.(A)) — admet une i.g. si
et seulement si

(1) ®i =  © (A) =  91 (A )© (® 1n  SU (A)L).

Dans ce cas A  admet une i.g. maximale unique Amax pour laquelle © ( A Ì X) est 
maximum et pour laquelle

$ L x  =  ® (A+ax) =  a  (A) © a  (A)1 : et 91 (A jax) == St (A )±

toute autre i.g., A + est une restriction de AjJax ; Amax est la seule i.g possédant 
un espace nul fermé.

Pour ce théorème on a donné un énnoncé simplifié [5]; le théorème 
reste encore vrai pour un opérateur A pour lequel 3) (A) n ’est pas néces­
sairem ent dense dans ; la dernière partie du théorème de Tseng, tel qu'il 
est ennoncè plus haut, doit être modifiée, et nous nous proposons de m ontrer 
de quelle manière.

2. Rappelons quelques propriétés de l’i.g A + , qui ont été établies dans [5]

(z) ©1 ' =  © (A) =  91 (A )© à  (A+) ; St (A+) =  &■ n  ‘(A)1 ;

91(A) =  © <n(-V  )x

(3) =  © (A+) =  91 (A+) © St (A) ; St (A) =  ®2n 9 l  (A+) x ;

9 t ( A +) =  ©2© St (A)1

(*) Nella seduta del 19 aprile 1969.
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les sommes considérées étant des sommes directes orthogonales. L ’opérateur A  
déterm ine une application biunivoque entre SI (A+) et © (A) et A + une appli­
cation biunivoque entre Si (A) et SI (A+); si Ä, Â + sont les restrictions des 
opérateurs A  , A + pour ©■ (A+) , Si (A) resp. on a

(4) A+ = A~\
A chaque sousespace S Ç â l(A ) i  correspond une i.g, A + ; pour A + et pour 
A Ìx  (S =  SI (A)■*■), on a

(4') $ 2 =  ® (A+) =  a  (A) © s ; ®Lx =  ® ( A i x) =  a  (A) © a  (A)x ,

(5) 9 l ( A +) =  S ; 9 t ( A i x) =  9l(A)-L ; & (A +) =  © ( A ÌX) =  © in.® £(A )x .

3. Lem m e. Dans un espace de Hilbert JC, considérons les sous-espaces S 
et Si (S O Si =  o) et la somme orthogonale directe

(6) £ =  S© Si

le sous-espace St est dense dans JC, si et seulement si S =  S1 , Si“ étant le complé­
ment orthogonal de S dans JC.

Nous avons toujours la relation

(7) de =  Si ©Si1-.

Supposons S =  Sx  =  Si" ; si pour y £ 31 nous avons v 1 £ , on a en particulier 
v 1  S, donc v 1  S et v 6 S-1- =  (Sx )X =  S i . On a aussi en particulier v 1  S i , 
donc z ^ lS i et v e Sx . Donc_z> 6 Si© Si- =  o et puisque v == o, £ est dense. 
Réciproquem ent supposons £ =  JC; tout point y  e JC est un  point adhérent 
de £ et si y  ë £, alors y  est un point d ’accum ulation de £. Soit y €  Si" ; 
puisque y  est un point adhérent de g ,-nous avons une suite {y n} C £ telle 
que {y n}~+y. E n vertu de (7) on déduit y n =  r}n +  Zn , r)n e S , Ç* € S i . Soit P 
le projecteur de JC sur S1 ; comme P est linéaire et continu [6; p. 102] de la 
relation {r)n +  Zn}~^y, on déduit { Pv)w-R PÇ„ }-> Py. Mais Vr\n =  r\n car 
S C S 1 et on a aussi PZn =  o, car ^  6 Si et Si J_ S1 ; Py =  y. Donc y ,
avec {7]^}C S. Donc tout j / e S f  est un point adhèrent pour S, donc S1 C S .

D ’autre part S J_ Si => S _[ Si et donc S C S 1 . Des inclusions S1 C S  et 
S C S1 on déduit S =  S1 .

4. Soit S un sousespace d ’un espace de H ilbert JC, de dimension 'nfinite. 
Sur S on peut faire les hypothèses

(8) i° S =  S =(= JC , 20 S =[̂  S et S =[= JC -, 3°. S == JC, (S =  S ou S =j= S),

D ans un espace de H ilbert il existe une infinité de sous espaces appartenant 
à chacune de ces trois classes; cela est connu et on peut d ’ailleurs le dém ontrer 
directem ent avec facilité, cü (A)1 est un sousespace fermé de JC [6; p. 83] 
et est à son tour un espace de Hilbert; en prenant pour S C St (A) un sous 
espace fermé de Jl (A)1 (il y a une infinité de pareilles sous espaces, par
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exemple les sous espaces de dimension finie) la première formule (5) m ontre 
que 01 (A+) est fermé. Y. Y. Tseng avait affirmé que A^ax est la seule i.g qui 
a un espace nul fermé', d'après ce qui précède on voit qu'il y  a en réalité une 
infinité d i .g  ayant un espace nul fermé', l ’explication de cette affirmation de 
Tseng se trouve à la fin du nr. 5.

5. Revenons aux formules (4)

(9) ® (A+) =  $2 =  a  (A) @s . ®^ax =  ® ( A ix) =  a  (A) © a  (A)1

(SCR(A)"*", S =  (A*)). Comme SI (A)-*- est aussi un espace de H ilbert,
il existe donc dans 91 (A)X une infinité de sous-espaces S appartenan t à 
chaque des classes (8); à l’aide des formules (9) et en appliquant le lemme, 
on peut déterm iner dans chaque cas, si 3) (A+) est dense ou non.

T h e o re m e  i. Les i.g d ’un opérateur A  se partagent en deux catégories:
I, I l  existe une infinité d i .g, A +, pour lesquelles 3) (A+) est dense; pour 

ces i.g on a 0 é (A+) =  cR (A)"*- et réciproquement', parm i ces i.g se trouve 
A^ax- Il suffit de prendre pour S, dans (g) un sousespace appartenant à la 
classe 30, de (8), S =  St =  SI (A)-*-.

II. I l  existe aussi une infinité d'i.g. pour lesquelles 0  (A+) ri est pas 
dense', pour ces i.g  on a 0 é (A+) gR (A)^" et réciproquement, car si on avait 
0 é (A+) =  gR (A)1 alors en vertu du lemme, A  serait dense; il suffit de prendre 
pour S dans (9) un sousespace de cR (A)1 appartenant à la classe i° ou 2° 
de (8). Parmi les i.g de la catégorie I I  il existe une infinité pour lesquelles 
0 é (A+) =  01 (A+) == cR (A)1 et il existe aussi une infinité pour lesquelles 
01 (A+) =j= 0é  (A+) et 01 (A+) =}= cR (A) "K Comme il en résulte de (8).

Y. Y. Tseng ne considère que des opérateurs pour lesquels 3) (A) et 
(A+) sont denses dans dCi , 3Î2 c’est à dire q u ’il considère seulement les 

opérateurs de la catégorie I sans prendre en considération ceux de la caté­
gorie IL  Or si ^)(A +) est dense, d ’après le théorème précédant 0 é(A +) =  gH (A)1 
et par conséquant 0 é (A+) =  S est en général non fermé, hormis pour 

(Àmax) =  gR (A)1 , qui est fermé. La dernière partie du théorèm e de Tseng 
(nr. 1) doit être modifiée comme il suit: pour les i.g ayant un domaine 
3) (A+) dense, A jax est la seule i.g  admettant un espace nul fermé.

6. Supposons que A :  dCi->cE2, est un opérateur fermé; on sait alors 
que 0 1 (A) est un sous-espace fermé [7; p. 165]. Nous avons

(9') =  © r(A )© 9t(A )1 .

Pour r e ®  (A) =  S*1, on a x  =  x\ +  *2 , x i  e SU (A) , x 2 G êZ  (A)1 ; donc 
x% =t= x  — n e ® 1 et par conséquant n e  (A)-*- et on déduit

(10) ' =  9 r ( A ) © ( ® in 9 P (A )±),

qui est précisém ent la relation (i); donc un opérateur ferm é admet toujours 
des i.g.
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Considérons une i.g, A + , pour laquelle 91 (A+) est un sous-espace fermé 
(on sait q u ’il y  a une infinité de pareilles i.g; voire nr. 5). D ’après (3) nous 
avons

(11) $ 2 =  SI (A)® 91 (A+).

Considérons les suites

(12) ( a J C ®2 , {A+ ^ } C S t(A +) .

D ’après ( n )  on a

(13) y„ =  rln +  Kn , 71,6 a  (A) , ^ 6  9 l ( A +)

on suppose ces suites convergentes

(14) ; { A.+y  M }= {  A+ tj, +A * ^  }= {  A+ 71„ } l e  SI (A+),

car e 91 (A+). On sait que A + est un opérateur fermé, si et seulement si 
[6; p. 94]

( 1 5 )  7] £  © 2 , % =  A +  7).

Soit P le projecteur de ÓJC2 sur 9C (A+) =  9L (A+); comme P est linéaire et 
continu et comme d ’après (11), 91 (A+) J_ SI (A) il en résulte de (14)

(16) {P4„} =  {P4k +  P Q  =  { P Q =  {^}-> P tj = v i i e 9 t ( A +)

car ■/}„ e SI (A) et en vertu de (11), rln J_ 91 (A+); ensuite e 91 (A+) et PÇ„ =  Ç„ 
et 7]! 6 91 (A+) puisque 91 (A+) est fermé.

Les suites {y n} et {£„} sont convergentes en vertu de (14) et (16) et 
alors {y)„} =  {y n —  est aussi convergente comme étan t la différence de
deux suites convergentes et alors de (13) et (15) on a

(17) {*]«} =  4 — 41 , (41 e 91 (A+)),

d ’a p rè s .(14) on a A + y n =  A + t)s ; posons

(18) A +y n =  A + ^  =  x n e Si (A +) .

Puisque A + établit une correspondance biunivoque (nr. 2) entre fil (A) et 
Si. (A+) et comme d ’après (13) et (18), on déduit de (18) en vertu de (4)

(49 ) Ax„ =  y]n.

En tenan t compte de (18), (14), (19), (17)

(19.') { ^ } = = { A + j /b} =  {A+7)b}C S I(A +) ; {xn} ^ l e W { Ä Ä j

(20) { A ^ }  =  {t]b}C SI(A ) ; {A*B} ^ :7i — 7jx ; (tu e 91 (A*))-

Nous avons donc les suites convergentes 

R } C R ( A +) ; {Xn} - + l z W ( Ä Ä )  ; — 7)1 , (7) i 6 9 T(Â +)).
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Mais A est un opérateur fermé et [6; p. 94] nous avons 

(20') Ç eS )i ; y] —

Nous savons d ’après (19') que £ G £lt (A*) et puisque ^ 6 ® 1 en vertu de (2): 
Ç JL 01 (A) et E, =  Çi +  Ç2 , Çi G 0é (A) , £2 € (A+). Considérons le produit
scalaire

o = ( S , 0 î:(A )) =  (S i+ S 2 , 9 t(A ))  =  ( Ç i .^ ( A ) ) ,  c a r ^ e S t ( A +) et Ç21 9 1 (A).

Comme Çi G 0 é (A) on déduit en particulière (%i, Ç2) — o, donc Çi — o et 
\  =  1̂ +  £2 =  £2 é ôH (A +). Dans les formules (20') nous avons

(21) ? G â t(A +).

Alors AE, G R (A) et de (20') on déduit 7] =  73̂  -f- AÇ G 2)2 puisque d ’après (16) 
ï)x G 0 è (A+), qui est la première formule (15). Nous avons encore A + y) — 
= . A + Y]i +  A + AÇ. M ais A + Y]x =  o car yji g 0é  (A+) et en vertu de (21) et 
de (4), A + AE, — Ç, donc A + Y) — E, qui est la seconde formule (15); donc A + 
est un opérateur fermé.

T h e o re m e  2. Un opérateur ferm é admet toujours des i.g . Toute i.g ayant 
un espace nu l ferm é (et il y  en a une infinité de pareilles i.g) est egalement un 
opérateur fermé.

Y. Y. Tseng avait affirmé [2; p. 607] [4; p. 674] qu'il existe une seule 
i-g, Vi.g  maximale qui est un opérateur fermé\ nous voyons que contrairement 
à cette affirmation, il  y  a une infinité d 'i.g  fermées

Remarque 1. Pour A Ì X, on a de (5), 01 (A Ìx) =  $t (A)1 et comme 
cft (A)+ est un sousespace fermé de SÎ2, il en résulte d ’après ce qui précède 
que Amax est un opérateur fermé; comme tout i.g est une restriction de A Ì X, il 
en résulte que toutes les i.g d'un opérateur fermé, sont des opérateurs admettant 
une fermeture.

Remarque 2. Les calculs faits au commencement du nr. 6, perm ettent 
de tirer une conséquance plus générale: un opérateur A  ayant un espace nul 

ferm é , admet des i.g .

7. Soit A  un opérateur adm ettant un adjoint A*; comme A* est fermé 
[6; p. 97], l’adjoint A* adm et des i.g. Y. Y. Tseng a dém ontré la formule 
[1; P* 433], [4; P- 674]

(22) ® (A*) =  à ( A ) i ® H (A +*)

Comme A + * =  (A+)* cette formule suppose que A  adm et une i.g, qui à son
tour adm et un adjoint. En écrivant la première formule (2) pour A*, 
au llieu de A, on a S) (A*) =  0 é (A*) © cît (A*+) et comme [1; p. 433] 
0 t  (A*) =  cît (A)-1“ la formule précédante devient

® (A*) =  a  (A)1 ® a  (A**),(23)
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THEOREME 3. Un opérateur adjoint A*, admet toujours des i.g  et est 
vérifiée la formule  (23). La formule (23) est plus générale que le formule (22), 
pu isqu’elle ne suppose pas que A adm et une i.g. D ’ailleurs de (22) et (23) 
on déduit St (A+*) — cJt (A*+).

B ib l io g r a p h ie .

[1] Yu. Ya. Tseng, L'inverse généralisée d'un opérateur linéaire non borné, entre deux espaces
unitaires, « Dokl. Akad. Nauk SSSR », NS, 67, 431-4 (1949) (en langue russe). Résumé 
dans «Math. Rev. », 11, 45 1959.

[2] Yu. Ya. Tseng, Propriétés et classification des inverses généralisées des operateurs fermés.
«Dokl. Akad. Nauk SSSR», NS, 67, 607-610 (1949) (en langue russe).. Résumé dans 
«Math. Rev.», 11 , 115 (1959).

[3] Yu. Ya. Tseng, Solutions virtuelles et inv. généralisée. «Uspechi Mat. Nauk SSSR », NS,
JJ, 213-5 (1956). (en langue russe). Résumé dans «Math. Rev.», 18 , 749 (1957).

[4] A. Ben Israel et A. Charnes, Contribution to the theory of generalised inverses, « J. Soc.
Industr. App. Math », 2, nr. 3, 667-699 (1963).

[5] E. Arghiriade, Sur l'inverse généralisée d'un opérateur linéaire dans les espaces de Hilbert
«Rend. d. Lincei», 45, fase. 5 (1968).

[6] A. Naimark, Anneaux normés. Moscou 1956 (en langue russe).
[7] T. Kato. Perturbation theory for linear operators. Springer 1966.


