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Fisica matematica. —- Principio variazionale spinoriale nei campi 
gravitazionali einsteiniani. N o ta(,) di E l i s a  U d e s c h i n i  B r i n i s ,  
presentata dal Socio B. F i n z i .

Summary. — In a riemannian space-time, when Einstein gravitational equations for 
empty space are satisfied, its curvatures are characterized by a totally symmetric four-index 
spinor: the gravitational spinor. Such a spinor satisfies equations which are similar to the 
spinor equations for a source-free electromagnetic field. Thanks to this analogy, the field 
equations of the gravitational spinor are here derived from a variational principle.

Nello spazio-tem po riem anniano della relatività generale, usando il 
formalismo spinoriale di W itten e Penrose [1] [2], il tensore di Riem ann 
può venire espresso m ediante due spinori quadrupli: gli spinori di curvatura.

Le equazioni gravitazionali einsteiniane degli spazi vuoti (valide, cioè, 
esternam ente alle masse ed in assenza di altri cam pi che interagiscano con 
quello gravitazionale) esprimono, come "ha m ostrato Penrose [2], Pannullarsi 
di uno dei due spinori di curvatura ed impongono la completa sim m etria 
deir altro. Q uest’ultim o viene detto spinore gravitazionale ed obbedisce ad 
equazioni spinoriali form alm ente simili a quelle spinoriali del campo elettro- 
magnetico neutro, nel vuoto (caratterizzato da uno spinore doppio simmetrico).

Si stabilisce così una suggestiva analogia [2] [3] fra il campo dello 
spinore gravitazionale (quadruplo) negli spazi vuoti ed il cam po dello spinore 
elettrom agnetico (doppio) nel vuoto, in assenza di cariche e correnti.

Grazie a questa analogia, deduco, in questo lavoro, le equazioni spino­
riali del Penrose da un  principio variazionale, come in altro lavoro [4] [5] 
avevo dedotto quelle del campo elettromagnetico.

Considero, in uno spazio riem anniano ove siano soddisfatte le equazioni 
gravitazionali einsteiniane degli spazi vuoti, gli spinori quadrupli simmetrici 
esprimibili m ediante le derivate prim e spinoriali di uno spinore potenziale 
(pure quadruplo, con uno dei quattro  indici « p u n ta to »  e simmetrico rispetto 
agli .altri tre).

Mostro che, f r a  tu tti g li spinori quadrupli simmetrici deducibili da un  
potenziale, quello per cui -  a parità  d i valori a l contorno dello spinore potenziale 
e del suo complesso coniugato — risulta stazionaria V azione costruita mediante 
una densità lagrangiana funzione quadratica dello spinore quadruplo e del suo 
coniugato, si identifica con lo spinore gravitazionale.

Anche nella deduzione variazionale delle equazioni di campo, come nelle 
equazioni stesse, si ha un perfetto parallelismo fra il campo elettrom agnetico 
neutro nel vuoto ed il campo gravitazionale negli spazi vuoti.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attività dei Gruppi di ricerca matematici del C.N.R. 
(**) Nella seduta dell’8 marzo 1969.
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Al di là dell’aspetto formale, l’analogia fra i due campi può essere di 
aiuto per indagare sulla natu ra fisica dell’uno e dell’altro; questioni attinenti 
il campo gravitazionale possono essere affrontate prendendo spunto dalla 
teoria del campo elettromagnetico.

i. — I l  tensore d i R ìem ann e i  due spinori ad esso equivalenti.

Nello spazio-tem po riem anniano della relatività generale, si può usare 
un formalismo spinoriale, invece di quello usuale tensoriale.

M ediante lo spin-tensore fondam entale (*> g^ab <*■) definito, in ciascun 
punto dello spazio-tem po, dalle:

o - o G aB G AC 4 - G B G AC" 1 vA li : g  s-0 jXV
BC

(essendo il tensore fondam entale dello spazio-tem po riem anniano ed sBC 
lo spinore doppio emisimmetrico fondam entale dello spazio complesso bidi­

mensionale di spin: sBC =  eBC =  eBC =  sBC =  * , che perm ette di

alzare ed abbassare gli indici spinoriali secondo le: <pA =  sßA <pB ; =  sAB <pB)
si stabilisce una corrispondenza fra tensori e spinori a due componenti [6] [7] [8].

A  ciascun indice tensoriale viene a corrispondere una coppia di indici
spinoriali, uno puntato  ed uno

(1-2) v  ■= Ga Vv RS 0 RS V 0

( ! - 3 ) F  =  <7  ̂ <7Vx AB CD 0 AB ° <

e così via.

Y  =  -  RS Y
v a. u n  » RS

F =  a AB g CD F[IV v x AB CD

Oltre a questa semplice corrispondenza spinori-tensori, vi sono speciali 
corrispondenze fra spinori e tensori sotto opportune restrizioni di sim­
m etria.

Così ad un tensore doppio emisimmetrico reale F^, si può far corrispondere 
uno spinore doppio simmetrico Oab • Lo spinore equivalente ad F ^  si può

(*) Per ragioni tipografiche gli indici puntati sono sostituiti con indici in grassetto.
(1) Per ogni valore di 11 (p =  o , 1 , 2 , 3) rappresenta una matrice (2x2) Hermi-

tiana: d^AB =  G[^A da soprallineatura indica il complesso coniugato) e si comporta come un 
vettore rispetto all’indice p. e come uno spinore rispetto a ciascun indice A , B (A , B =  1,2).

Consideriamo spinori definiti soltanto rispetto a trasformazioni spinoriali unimodulari.
Gli indici minuscoli greci assumono sempre i valori o , 1 , 2 , 3 , mentre quelli maiuscoli 

latini assumono i valori 1,2.  Gli indici « puntati » si riferiscono allo spazio di spin complesso 
coniugato: il passaggio al complesso coniugato cambia cioè gli indici spinoriali puntati in 
indici non puntati e viceversa.
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infatti scrivere:

( ! - 4 ) ■TaBCD 2  ^ A C  SBD “I“  ^ B D  £AC )

dove <Dab è uno spinore simmetrico definito univocam ente <2>.
Analogamente, per lo spinore equivalente al tensore quadruplo di Rie­

m ann reale ed emisimmetrico rispetto agli indici di ciascuna delle
due coppie p,v e per, si ha [ 1 ] :

( I _ 5 )  ^ EA FBG C H D  =  ^ A B C D  £EF £ GH “1“ ^ A B G H  £EF £CD “f"

—[— (J) £  £  —1— £ £ 'ì' EFCD CAB CGH “  x  E F G H /'A B  fcCD/

dove i due spinori quadrupli .'Fabcd e ® abgh  sono univocam ente definiti.
Al tensore quadruplo di R iem ann vengono così a corrispondere due 

spinori quadrupli: gli spinori di curvatura.
Le note proprietà di sim m etria del tensore di Riem ann: R^VQO =  —  RV[AQ0 =  

=  —  RfxvöQ =  R qöixv , com portano per gli spinori di curvatura le seguenti:

( 1- 6 ) T a b cd  =  T b a cd  =  'Rabdc =  T cd a b

( 1 - 7 )  fi^ABCD =  ® B A C D  =  ^ A B D G  =  ^ C D A B

m entre la proprietà ciclica: R JXVQ0 +  R^eav +  R (xovQ =  o, porta per lo spi­
nore ^Fabcd alla condizione:

( 1 - 8 ) T ABC Xe .

dove X è reale e dato da:

y  ___  1 \ l  ‘ AB I H ■ A BX - — ^AB = ^ * ab •

Al tensore di R iem ann contratto (o tensore di Ricci) R aß =  RaYöß g yb 
corrisponde allora lo spinore:

^ A B C D  =  ^ £AC £BD ■-®BDAC '

e l’invariante scalare di curvatura R risulta uguale a 4 X.
Poiché il tensore di R iem ann soddisfa le identità del Bianchi:

(1-10) R,[x v q o / t +  R i\i v ö t [ q "4“ Rjxytq/ö O

(2) La corrispondenza fra F, ,̂ e <DAB si può esprimere direttamente mediante le rela­
zioni [9] [4]:

F iv = V a B ® A B + S [ì v A B ® AB ; ®AB =  y  S nvAB F ^ V

essendo S^vAB lo spin-tensore, emisimmetrico rispetto agli indici tensoriali e simmetrico 
rispetto a quelli spinoriali, definito da:

S^ivAB — a M,CA a vCB a vCA •

19*
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gli spinori di curvatura, oltre a verificare le relazioni algebriche (1-6), (1-7), 
(1-8) (stabilite da Witten [ 1 ]) sono legati dalle relazioni differenziali <3>:

(1—I 1) ^ abcd/gD =  ®abgh/Hc

e complessa coniugata [2], equivalenti alle (1-10).
Gli spinori di curvatura entrano, naturalmente, nelle formule di com­

mutazione delle derivate seconde covarianti degli spinori. Ci basta qui ripor­
tare le relazioni (deducibili dalle formule di commutazione [2]):

( i - I 2) 5 q/fAFB   £q/FBFA =  ^ABQC ^

(  I - 1 3 )  W C E D E ---- ? q / D ECE =  ^ Q A C D  ^

valide, accanto alle complesse coniugate, per uno spinore semplice Eq e 
facilmente estendibili agli spinori multipli.

2. — Lo spinore gravitazionale dello spazio-tempo vuoto.

La corrispondenza fra il tensore di Riemann e i due spinori quadrupli 
di curvatura permette di scrivere le equazioni gravitazionali einsteiniane 
relative a regioni spazio-temporali vuote:

(2-1) Gpv =  o

(essendo G v̂ =  R^v ---- l-  R ^ , il tensore di Levi-Civita Einstein) nella equi­

valente forma spinoriale:

-, X l ^ABCD =  o
(2-2) ( X =  o .

Le equazioni gravitazionali (2-2) impongono che uno dei due spinori 
di curvatura sia nullo e l’altro sia completamente simmetrico rispetto a tutti 
gli indici. (La (1-8), per X =  o, esprime la simmetria di 'Fabcd rispetto agli 
indici B e D; tenuto conto delle (1-6), segue la simmetria rispetto a tutti 
gli indici).

Le curvature di uno spazio-tempo riemanniano ove siano soddisfatte 
le equazioni gravitazionali per gli spazi vuoti, sono allora completamente

(3) La barra è simbolo di derivazione covariante. Anche per gli indici di derivazione 
covariante di una quantità spin-tensoriale vale la usuale corrispondenza:

9 . . . ./AB =  9 . . . / H  aMAB •

La derivazione covariante degli spinori viene definita introducendo una connessione spino­
riale r ABfA, che può essere espressa esplicitamente in funzione dello spin-tensore fondamen­

tale ^ AB e delle sue derivate ordinarie imponendo l’annullarsi delle derivate covarianti 

di V*B> di £ab e di £ab  !> ]•
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individuate da un solo spinore quadruplo T abcd com pletam ente simmetrico; 
esso viene chiam ato [2] spinore gravitazionale <4b

Tale spinore soddisfa le relazioni differenziali del prim o ordine ottenute 
dalle identità del Bianchi (1—11) e complessa coniugata, ponendo ®Abcd — o 
e cioè:

R iguardo alle (2-3) m i sem bra utile e significativa una precisazione.
Le identità del Bianchi (1-10) rappresentano le condizioni di integra­

bilità delle equazioni che legano il tensore di curvatura ai coefficienti di 
connessione [11] e pertanto caratterizzano il tensore di curvatura fra# tu tti 
quelli che godono delle stesse simmetrie.

Allo stesso modo, le (2-3) caratterizzano lo spinore di cu rvatu ra T abcd 
(quadruplo, com pletam ente simmetrico) di uno spazio di Einstein ove sono 
soddisfatte le equazioni (2-2), nel senso che uno spinore quadruplo comple­
tam ente simmetrico che le soddisfi coincide ivi con lo spinore di curvatura.

Convenendo quindi, secondo il Penrose, di assumere a rappresentare 
il campo gravitazionale in uno spazio vuoto di Einstein uno spinore qua­
druplo com pletam ente simmetrico (lo spinore gravitazionale), se lo si identifica 
con lo spinore di curvatura le (2—3) costituiscono delle identità, se invece lo 
si ritiene a priori indipendente dalla curvatura (pur godendo di tu tte  le sim­
metrie dello spinore di curvatura), le (2-3) rappresentano le equazioni di 
canapo e im pongono che lo spinore gravitazionale si identifichi con lo spinore 
di curvatura.

3. -  Analogia fr a  campo dello spinore gravitazionale e campo elettromagnetico.

Il formalismo spinoriale m ette in evidenza in modo sorprendente, come 
rileva il Penrose [3], le analogie che sussistono fra il campo gravitazionale 
einsteiniano nelle regioni vuote ed il campo elettrom agnetico neutro nel vuoto.

Detto, infatti, ®ab lo spinore doppio simmetrico corrispondente al 
tensore elettromagnetico (emisimmetrico, reale) secondo le (1-4), le
equazioni del campo elettromagnetico neutro, nel vuoto, in forma spino­
riale si scrivono:

(4) Anche in presenza di materia, con ®abcd H= 0 e ^ H~ °> si Pu® definire uno 

spinare gravitazionale WABCD =  T ABCD---- ~  (sAC sBD +  sAD sBC) che rappresenta la parte
completamente simmetrica di T ABCD e risulta in corrispondenza biunivoca con il tensore 
di Weyl. Nel caso di spazio vuoto, il tensore di Weyl si identifica con il tensore di 
Riemann.

(2-3)
( Y abcd/ed =  o

(3-1)
Ocd/ ed =  o

Ocd/DE =  o
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e risultano form alm ente simili alle (2-3) (si ha lo scambio di uno spinore 
quadruplo con uno spinore doppio).

Cosi pure, come lo spinore ®ab ®cd (ä divergenza spinoriale nulla) è 
il corrispondente (a meno di un fattore numerico) del tensore energetico 
totale elettromagnetico EQV (doppio simmetrico), lo spinore T Abcd xFEfgh (a 
divergenza spinoriale nulla) è il corrispondente (a meno di un fattore nume­
rico) del tensore superenergia di Robinson-Bel TQV|AO (quadruplo, simme­
trico rispetto a tutti gli indici).

Una così stretta analogia, che già risulta evidente da questi pochi richiami, 
suggerisce di stabilire per le equazioni gravitazionali (2-3) una deduzione 
variazionale simile a quella che ho dimostrato sussistere per le equazioni 
elettromagnetiche (3-1).

In  un precedente lavoro [4], operando nello spazio-tem po pseudoeucli­
deo <5> ho dedotto le equazioni spinoriali di M axwell da un principio di azione 
stazionaria, facendo dipendere lo spinore elettrom agnetico da uno spinore 
potenziale m ediante una relazione che costituisce l’estensione agli spinori 
doppi simmetrici del teorem a di Clebsch.

Tale relazione è espressa da:

^  ®CD =  (Xr d / RC Xrc/ Rd )

e al potenziale xRC si può imporre la condizione di solenoidalità:

(3-3) XRC/RC- o

per la quale la (3-2) si riduce a:

^  4 ) ® c d  ~  Vf ^ r d / Rc  •

Assum endo come densità lagrangiana la:

(3- 5) £  =  2 (<DAb Oab +  ab Oab)

ed imponendo la stazionarieta dell’azione j  £dv (essendo t  una qualunque
T

regione spazio-temporale) in corrispondenza ad una variazione arbitraria 
dello spinore potenziale e del coniugato, a parità di valori al contorno, ho 
dimostrato che si ottengono le equazioni elettromagnetiche (3—1).

Ciò è conforme a quanto avviene nell’am bito tensoriale [12] ove, però, 
il tensore elettrom agnetico dipende, a priori, da due potenziali vettori spazio­
tem porali.

(5) Tutti i risultati, però, si possono estendere senza difficoltà ad uno spazio-tempo 
riemanniano.
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4. -  Spinori quadrupli simmetrici dedotti da uno spinone potenziale.

Osserviamo che, dato un qualunque spinore quadruplo v}ABRD (con un 
indice puntato  e com pletam ente simmetrico rispetto ai tre indici non puntati), 
m ediante le sue derivate spinoriali si può sempre costruire uno spinore qua­
druplo com pletam ente simmetrico XAbcd > secondo le: .

( 4 _ I )  Xa b CD =  ^ A B R D /RC +  ^A B R c / RD +  ^ A C R D /^B  +  ^ C B R D ^ A  *

Lo spinore v)ABRD si potrà considerare il potenziale del campo dello spi- 

nore Xabcd (6)» com e> del resto, lo spinore xRD nelle (3-2) relative al campo 
elettromagnetico.

Accanto alla (4-1) sussiste anche la complessa coniugata che m ostra come 
con lo spinore ^ ABRD =  ^ ABRD (complesso coniugato di y)ab rd ), simmetrico 
nei tre indici puntati, si possa costruire lo spinore XABCD =  xABCd (complesso 
coniugato di Xabcd)-

L a (4-1) si può anche trasform are in modo da far com parire le divergenze 
spinoriali dello spinore )̂ABRD •

Poiché, difatti, ogni coppia di indici spinoriali di em isimm etria può 
essere messa in evidenza come uno spinore s, si può porre:

( 4 ~ 2 ) ^ A B R D /RC ' ^A B R c / RD ~  ^A B  £CD

essendo 1>AB uno spinore doppio simmetrico.
Saturando .ambo i m em bri di (4-2) con £CD, si ottiene:

^abrC/ Rc - W RC^ 2 V

e quindi:

^A B R C /RC ~  ^A B  •

L a (4-2) dà pertanto:

( 4  3») ^A B RC / D ^A B R d / RC £CD '.^ABRe / ^  •

O perando analogam ente per gli altri term ini a secondo m em bro della 
(4-1), questa si può scrivere:

(4  1 ) Xabcd 4  ^ abrd / c d“ £cd ^abre / RE “I“ £cb ^ ad re/ RE 4~ £ca ^ bdre/ RE •

(6) Ovviamente ci si riferisce a spinori funzioni regolari dei punti dello spazio-tempo. 
Come già avviene nel caso degli spinori doppi, ci troviamo di fronte ad un « potenziale » 

che ha un numero di componenti superiore a quello delle componenti del campo (precisa- 
mente, otto complesse per ^abrd contli° cinclue complesse per Xabcd)-
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Se, in particolare, si considera uno spinore potenziale v)ABRD avente le 
tre divergenze spinoriali nulle (e quindi soltanto cinque componenti indi- 
pendenti):

( 4 - 4 )  w / r e  = 0

la (4-1) si riduce allora a:

(4“ 5) Xabcd =  4 ^abrd/ Rc *

In  tal modo, avendo imposto allo spinore potenziale le tre condizioni di 
solenoidalità (4-4), tante sono le componenti dello spinore quadruplo poten­
ziale v]ABRD, quante quelle dello spinore xABCD •

Al variare arbitrariam ente dello spinore quadruplo potenziale y)a b r d , le 
(4-1) definiscono una famiglia di spinori quadrupli sim metrici xABCD•

5. -  Deduzione variazionale delle equazioni d i campo dello spinore gravitazionale.

Consideriamo, in uno spazio-tem po riem anniano ove siano soddisfatte 
le equazioni gravitazionali degli spazi vuoti (2-2), gli spinori quadrupli com­
pletam ente simmetrici Xabcd deducibili da un potenziale secondo le (4 - 1).

Dim ostrerem o che, fra questi, quello per cui risulta stazionaria, di fronte 
ad una variazione arb itraria dei potenziali v)ABRD , *4abrd c^ e ne r isPetti i

valori al contorno, l’azione / £ ]/— g  dx  (essendo: g  il determ inante della

m etrica; d;r =  d#0 d#1 d;r2 d#3; t una regione qualsivoglia dello spazio­
tempo), con la densità Lagrangiana £ così espressa:

(  t — j'N 0  —  -yABCD _l_ *y VABCD
W  /  ~  AABCD A ~  Aa BCD a. >

è lo spinore gravitazionale.
Si ha difatti, per le ..(4-1) e complessa coniugata, :

§ £dx =
3£

S/-ABCD 8*abcd +  3Xabcd °^ ab cdV a dx =

5g

+

9Xabcd

3g
9X.ABCD

(SW / Rc 4" ^ abrc/ Rd 4" ^ acrd/ Rb 4“ ^ cbrd/ Ra) 4“

(^ABRd/cR 4 ” ^ a b r c /d R +  ^ a c r d / b R 4 “ ^ c b r d / a  ) dx

f f( , 2£ \ R
j  \  ^Xabcd ^Xabdc 9Xacbd ^Xcbad j  ^ABRD/ C 4“

+
5g s>g 3g

+
9£

X̂abcd  X̂aBDC X̂aCBD X̂cbad
^ a b r d / c
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e, tenendo conto della (5-1) e della sim m etria di XABCD •

T T

T

g j  XABCD|R 8t)abrd y g  àx +

T

8 / A B C  D /  R 5.
X /c •ABRD 1 - g  àx  .

T

Ricordando che, per un vettore V “, vale la relazione:

( 5 - 2 ) 1- g  v ai«==1L ( 1- g  V “)

si può usare il teorem a di Gauss (in condizioni di regolarità) per trasform are 
i due prim i integrali in integrali ipersuperfìciali che si annullano per l’annul­
larsi delle variazioni dei potenziali al contorno.

Si ha quindi:

qualunque siano, entro t , le variazioni indipendenti ^ )ABRD e ^ a b r d  > s* 
ottengono le equazioni di campo:

che coincidono con le (2-3).
M a le equazioni (2-3), come si è osservato al paragrafo 2, in uno spazio 

rierpanniano ove siano soddisfatte le (2—2), caratterizzano lo spinore di cur­
vatura. Si può quindi concludere che: fra tu tti gli spinori quadrupli simme­
trici deducibili da un potenziale (che resta invariato al contorno), quello per 
cui risulta verificato il principio variazionale (5-4), con 2 data  dalle (5-1), 
si identifica con lo spinore di curvatura, ossia è lo spinore gravitazionale.

e imponendo:

(5-4)
T
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Resta ad un tem po dim ostrato che lo spinore di curvatura (lo spinore 
gravitazionale) è deducibile da un unico spinore potenziale secondo le (4-1).

Si ripete qui quanto avviene per lo spinore elettromagnetico. Come 
quest’ultimo (doppio simmetrico) si può far dipendere m ediante le (3-2). da 
un solo potenziale spinore (doppio, con un indice puntato), così lo spinore 
gravitazionale (quadruplo simmetrico) si può far dipendere m ediante le (4-1) 
da un solo potenziale spinore (quadruplo, con un indice puntato).

Osserviamo anche che la densità lagrangiana (5-1) è costruita con lo 
spinore quadruplo simmetrico Xabcd a^° stesso modo come la densità lagran­
giana (3-5) è costruita con lo spinore doppio simmetrico <DAB .

Potrem o esprimere le equazioni di campo (5-5) anche in term ini del 
potenziale y)a b r d .

Ricordando la (4-1 ') e indicando, per brevità, con — &AB la divergenza 
7]ABrC/rc j la prim a delle (5- 5) diventa:

4 V]ABSD/ SCRC —  sCD a AB/Rc -  SCB £AD/ Rc -  s CA &BD/ RC =  o

ossia:

4 *fiABSD/SCRC “I“ 3^(AB/RD) ^  0

dove le parentesi attorno agli indici denotano simmetrizzazione.
Per le identità:

W SCRC ^ABSd /RCSC ^ ABRd /s CSC =  0
si ha:

( 5 “ 7 )  ^ A B S D /SCRC ^ ABSd / R CSC =  D  ^ìAB RD ‘

Le formule di commutazione per lo spinore quadruplo y]absd (corrispon­
denti alle (1-12), (1-13) e complesse coniugate, valide per uno spinore sem­
plice):

^A B S d / t CR0  ^A B SD / R CTC =  ^ A Q T R  ^ B S D  +  ^ B Q T R  Y1AQSD

^DQTR ^ABSQ +  ^TRSV ^AB^

si riducono, in uno spazio ove sono soddisfatte le (2-2), alle:

^absd / tcrC ^absd/ r° tc ~  xP Tr sv  •

Per la sim m etria di Y ABcd, si ha poi:

(S-8) W ScRC- V bsd / RCSc =  °

cosicché le (5-7) danno:

(5“ 9) 2 v]Absd/ SCRc =  D  *̂ abRd *

In  virtù delle (5-9), le (5-6) diventano:

(S- I °) 2 I—] ^AbRd 3^(Ab/Rd) “  0 *
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Il potenziale dello spinore gravitazionale, quando gli si im pongano le 
tre condizioni di solenoidalità (4-4), soddisfa pertanto all’equazione delle 
onde:

(S -II )  □ ^1abrd =  o .

Non soddisfa invece all’equazione delle onde lo spinore gravitazionale <7>. 
Dalle (2-3) si ottiene infatti per Y abcd.[2]:

( 5 - 2) □  V .  =  3 W  .

Il principio variazionale spinoriale qui stabilito fornisce le equazioni 
cui obbedisce lo spinore gravitazionale in uno spazio-tem po ove siano veri­
ficate le equazioni einsteiniane degli spazi vuoti (2-2) e pertanto si differenzia 
nettam ente da quello [13] che fornisce le equazioni gravitazionali spinoriali 
(2-2) e che (valendosi di una densità lagrangiana costruita con l’invariante 
lineare di curvatura) costituisce l’equivalente spinoriale del classico principio 
variazionale di Einstein. M entre il primo si ricollega alla rappresentazione 
del campo gravitazionale (secondo l’impostazione di W itten [1] e Penrose [2]) 
m ediante quantità  puram ente spinoriali, il secondo è consono alla trattazione 
di W eyl [14], Infeld e van der W aerden [6], Bergm ann [8], nella quale le 
variabili base atte a descrivere il campo sono quantità spin-tensoriali.

L ’algoritmo spinoriale in relatività generale ha assunto negli ultim i anni 
notevole im portanza, essendo particolarm ente adatto  alla trattazione di pro­
blemi inerenti il microcosmo, quali l’interazione fra il campo gravitazionale 
ed altri campi e la quantizzazione della teoria gravitazionale.

Vorrei infine sottolineare che la conoscenza di principi variazionali che 
reggono campi fisici spazio-tem porali può sempre essere proficua, perché 
essi, oltre a fornire le equazioni differenziali (certam ente compatibili e soddi­
sfacenti al principio di relatività generale) caratteristiche della teoria che si 
considera, hanno anche l’im portante ruolo di servire come base per estensioni 
della teoria stessa; ne costituiscono anzi il segreto.

Basta pensare, ad esempio, alle teorie relativistiche unitarie di E in­
stein [15] e di K aluza [16] nelle quali — generalizzato opportunam ente lo 
spazio-tem po in cui si opera -  le equazioni di campo scaturiscono ancora 
dallo* stesso principio variazionale einsteiniano che regge il campo g rav ita ­
zionale nello spazio-tem po quadrim ensionale riem anniano. Basta pensare 
al campo mesonico (e alle sue estensioni) ottenuto dal principio variazionale 
che regge il campo elettrom agnetico generalizzandone la densità lagran­
giana [17].

(7) La stessa cosa si verifica per il campo e per il potenziale elettromagnetico nelle 
regioni vuote di uno spazio-tempo riemanniano.
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