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Matematica. —  Une remarque sur la ramification analytique des 
anneaux locaux de dimension J .  N ota di M a r i e  P a u l e  M a l l i a v i n -  

B r a m e r e t , presenta ta  n  dal Socio B . S e g r e .

RIASSUNTO. — Designato come larghezza di un A -m odulo M il minimo intero u (even
tualm ente infinito) tale che, presi comunque n f i 1 elementi di M, uno di essi sia contenuto 
nel sottomodulo generato dagli altri, si perviene -  dopo un ’analisi opportuna -  ad una condi
zione necessaria e sufficiente (in cui interviene la larghezza di A, considerato come A-modulo), 
affinché un dominio locale A di dimensione 1 ed avente caratteristiche uguali risulti analiti
camente non ramificato , ossia affinché il relativo completo A sia ridotto.

Tous les anneaux considérés sont com m utatifs et unitaires. On notera 
m  (A) l’idéal m axim al d ’un anneau local A. U n anneau local A ' repose sur 
un anneau local A si A Ç A ' et si m  (A) =  A n  m  (A/). On dira que des 
éléments (resp. des sous-m odules) d ’un A -m odule M sont comparables dans 
leur ensemble si l’un d ’entre eux est contenu dans le sous-m odule engendré 
par les autres. La largeur de M est le plus petit entier n (ou +  00 si un tel 
entier n ’existe pas) tel que n +  1 éléments (resp. sous-m odules) de M soient 
toujours com parables dans leur ensemble; on notera largA M ce nombre. 
L a largeur d ’un anneau A est celle du A -m odule A  (en notation: larg A) 
(efr. [i]).

Tous les anneaux considérés dans la suite sont supposés noethériens. 
On notera A la ferm eture intégrale d ’un dom aine A dans son corps des quo
tients et A le complété d ’un anneau local A pour la topologie m  (A)-adique.

Soient A  un dom aine local, L son corps des quotients et V  un anneau de 
valuation d ’une extension de degré fini H de L. Si la largeur de A est finie, 
i.e. si la dimension de Krull de A est <  1 (efr. [1] 1-4-2) la largeur du 
A -m odule V est finie; en effet, H est un L-espace vectoriel de dimension 
finie; c’est donc, d ’après 1-2-12 de [1], un A -m odule de largeur finie; par 
suite V, étan t un sous-A -m odule de H, est de largeur finie. Si, en outre, V 
repose sur A, (Vfm  (V)) est alors m uni de façon naturelle d ’une structure 
de A j m  (A) espace vectoriel; la dimension de V [ m ( V )  sur A / m  (A) est finie, 
car la largeur du A / m  (A) module V / m  (V) est finie (efr. 1-2-6  de [1 ]). Nous 
appellerons le nom bre /  = / ( V /A )  =  {V/m (V) : A / m  (A)] le degré résiduel 
de A  p a r rapport à V; lorsque A  est complet et que V  est la ferm eture inté
grale de A  dans L, /  coïncide avec le degré résiduel latent de A  (efr. [4] 
ou [2]). D ’autre part, puisque V est un anneau de valuation discrète, il 
existe un nom bre entier e =  e (V/A) tel que m  (A) V =  m  (V>. Nous appel
lerons e Vindice de ramification de A  p ar rapport à V. Lorsque A  est intégra
lement clos dans L, i.e. A  est un anneau de valuation de L, soit B la ferme- (*)

(*) Nella seduta dell’8 febbraio 1969.
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ture integrale de A  dans H; supposons que B soit un A —module de type fini 
et posons P — m  (V) O B; les nombres e et f  sont alors respectivem ent, 
l’indice de ram ification et le degré résiduel de P dans l’extension L /K . 

Conservons les hypothèses et les notations précédentes; on a:

Lemme. -  L a largeur n  du A -m odule  V  est >  ef. S i  e f =  n, V  est un  
A -m odule de type f in i.  S i  L =  H, la largeur de A  est égale a n.

Preuve. -  Soient u  une uniform isante de V  et x ± , x 2 , • • •, x f  des éléments 
de V dont les classes modulo m  (V) form ent une base de Y /m Ç V ) sur 
A \m (A ) .  On pose u° =  1. Nous allons m ontrer q u ’il n ’existe pas d ’entier 
i compris entre zero et e — 1, pour lequel un élém ent u* Xj (1 < /  < / )  
appartien t au sous—A —module de V  engendré par V u e et par les A.us x f (o <Ç 
<  s <  e —  i , I <  /  < / ,  s i  ou t  =j=y). Il en résultera d ’une part, que 
les f e  éléments de V  suivants: u* x t (o <  s <  e —  i , I <  t  < f )  sont incom
parables dans leur ensemble, ce qui prouvera la prem ière partie du lemme. 
D ’autre part, on en déduit, dans le cas où e f  =  n =  largAV, que l’on a né
cessairement: u eV  e 2  A  u* xj\ d ’où, puisque V  =  A x 1 - f  A x 2 H--------b

()<*<«—1 
!</</

+  A X j f i N u =  2 )  A.ul Xj - f i ueN i le A -m odule V est de type fini. On
0 < i < * - l
1 <j < /

raisonne par l’absurde; soit k  le plus petit entier, o <  k  <  e —  1, tel qu ’il
existe y ,  i < j  < f ,  pour lequel on a: uk xy eV u* +  2 )  JAus x ti la somme

•y=M 
ou / =)=y

étan t étendue à j  =  o ,• • - , e —  i et / =  i , • • • , / .  D ’après le choix de k, 
les coefficients des u* x t , pour s < k — i, appartiennent à m (A). Puisque 
m  (A) C u ‘ V  et que k < e, on obtient que Xj e t N  +  2  A x { , ce qui contredit

t =j= J
le choix des x {. Si L  =  H, on a, puisque A Ç V, l’inégalité larg A  <  largA 
V  = . n\ comme V  C L et que larg A =  largA L (cfr. [i] 1-2-8), la largeur de 
A est égale à n.

U n anneau local est dit analytiquement irréductible (resp. analytiquement 
non ramifie) si son complété est intègre (resp. réduit).

Si A  est un dom aine local de dimension 1, le nom bre des diviseurs pre
miers de (o) dans A  est égal au nom bre des idéaux m axim aux de l’anneau Ä. 
D ’autre part, d ’après ,[4], l’anneau A  est analytiquem ent non ramifié si et 
seulem ent si le A -m odule Ä  est de type fini.

PROPOSITION. — Soient A  un domaine local de dimension  1, Ä la ferme
ture intégrale de K . On suppose que Ä  est un  anneau de valuation et que les 
caractéristiques du  corps des quotients et du corps des restes de A  sont les 
mêmes. A lors A  est analytiquement non ramifié si et seulement s i la largeur 
de A  est égale à e f où e et f  sont respectivement Vindice de ramification et le 
degré résiduel de A  p a r rapport à A .

Preuve. -  D ’après le lemme, la condition est nécessaire. M ontrons q u ’elle 
est suffisante. Si A  est analytiquem ent non ramifié, l’anneau Â  est intègre 
d ’après la rem arque précédent la proposition. D ’autre part, larg A  =  larg Â,
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d ’après [1], 1-3-4; enfin la ferm eture intégrale Ä  de Â  est le complété de 
Ä  (cfr. [4]). Le degré résiduel de Â  par rapport à Â  est égal au degré résiduel 
de A  par rapport à Ä, puisque le corps résiduel ne change pas par completion. 
L ’indice de ramification de A par rapport à Â est égal à celui de A  par rapport 
à A, car l’idéal m axim al du complété est engendré par celui-de l’anneau. 
On peut donc supposer l’anneau A  complet. Soit K un sous-corps de A 
isomorphe au corps résiduel. Dans un système de générateurs x ± yx 2y - • • yx m 
de m  (A) il existe un élément, par exemple x ly tel que A x ±D Â x £ pour i=J= 1. 
Posons x  =  x 1 et soit C =  K ((#)) l’anneau des séries formelles en x  sur K. 
Puisque {x} est un systèm e de param ètre de A, le C -m odule A  est de type 
fini (cfr. Cor. 2 du Th. 24 de [5]). Comme A  et C ont m êm e corps résiduel, 
on a /  (Ä/C) =  /  (Ä/A). D ’autre part, on a, d ’après le choix de x,  les égalités: 
m  (C) A =  m  (A) Ä  =  m (A ) * ^ ) .  D’où e (Ä/C) =  g (Â /A)L Soit L  le corps 
des quotients de A  et de A; puisque A  est entier sur C , Ä  est la ferm eture 
intégrale de C dans L. Puisque A  est un C -m odule de type fini, L  est une 
extension de degré fini du corps des quotients K ((x)) de C, et A  est un C - 
m odule de type fini. Donc e et f  sont l’indice de ramification et le degré 
résiduel de m  (Ä) dans l’extension L /K  ((#)), et l’on a ef  =  [L : K ((*))} 
d ’après (Cor. i Prop. 3 paragraphe 2 Ch II de [6]). D ’après le lemme on 
a ef  < n =  larg A  =  largA A. D ’autre part, on a évidem m ent larg A  <  large A. 
Puisque C est un anneau de valuation, que A  est un anneau de M acaulay 
et est un C -m odule de type fini, le C -m odule A  est libre (cfr. [3] Ch. II I  
25-16); donc large A  est le rang  de A  sur C (cfr. [1] 1-2-13); par suite 
large A  =  [L : K ((x))] =  ef. Des inégalités précédentes il résulte que 
ef  =  n  =  larg A.

Soient A  un dom aine local de dimension 1 , Mi , M2 , ■ • •, M n les idéaux 
m axim aux de Ä  et Mi n  M2 n  • n  M„ =  MiM2- • • M„ =  r (Ä) le radical 
de A. Posons pour tou t 2 , V)- =  Äm; ; V, est un anneau de valuation d ’idéal 
m axim al M,- Â Mj- et m  (V,-) n  Ä  =  M,-. Donc m  (A) =  m  (V,-) n  A  =  M,- n  A. 
On a donc f  (V,-/A) =  \V  ( m  (V,-) : A jm (A)] =  [A/M,- :Ajm  (A)]. On posera 
dans la suite /,• = /  (V,-/A). On désignera par et l’indice de ramification 
<? (Vf/A)  de A  par rapport à V,- . Alors m  (A) V,- =  m ( J,•)'»' =  M'»'V,-. D ’où 
222(A)A=M;iM!2---M^.r '  1 2  n

THÉORÈME. — Soient A  un domaine local de dimension  i et d'égales carac
téristiques L Ä  la ferm eture intégrale de A  , M ,-, i  =  i, • • •, n y les idéaux m ax i
m aux de A , e{ Vindice de ramification de A  par rapport à À M •, / :  le degré résiduel 
de A  par rapport à Â M/ , P* , i  =  i , • • •, n y les diviseurs premiers de (o) dans 
le complété A  afe A  , (o) =  Qi oQ 2D  • • • OQ« la décomposition de Vidéal (o) de

ä  n n

A  en idéaux Té {-primaires Q ,. A lors on a: larg A  =  X  /« ei +  X  largÂ P ,./Q; .
i — 1 i = l

C o r o l l a i r e .  -  Avec les mêmes hypothèses que dans le théorèmey Vanneau A
n

est analytiquement non ram ifié si et seulement si larg A  =  2  f i  ei •
i = 1
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Preuve du théorème. D ’après [1], 1-5-7, on a: larg A  =  ^  larg (Â/P,) +
n i =  1

+  2 )  largÂ(P?/Q*). D ’après [4], il existe une bijection entre l’ensemble des
Z = 1

M,- et celui des P 2 telle que si, pour i =  i , • • •, n  , P,- correspond à M t- et si 
on pose A,-.-—A/P,-, alors Ä,- est le complété de V* =  Â M.. Par suite 

f i  — f  (A,-/A,-). Comme P,- n  A =  (o), A*- contient A  comme sous-anneau 
et A  est partou t dense dans A,-. Comme m  (A,-) =  m  (A)/P,-, on a m  (A,-) Ä,- =  
=  m  (A) V,- =  m  (V,-)** V i =  m  . Donc e{ — xe (Â,-/At-). P ar suite larg A =  
=  ei fi \  d ’où la formule.
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