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Geodesia. — Sui campi di curve superficiali a trasformata geo­
detica nelle rappresentazioni cartografiche di tipo generale. Nota di 
F r a n c o  B o c c h i o ,  presentata (#) dal Corrisp. A. M a r u s s i .

Summary. — Fields of surface curves which transform  in to  geodesics when the fields 
undergo an affine transform ation are studied. Some differential and integral properties 
related to these fields are then considered in the particular case of geodesic, equivalent and 
conformal m apping.

I. —In un precedente lavoro [1] si sono esam inate alcune proprietà diffe­
renziali ed integrali per la curvatura geodetica y quando si considerino campi 
di curve superficiali [2], [3], [4] partendo dalla relazione:

(l i ) y =  — divw =  — v*/,-

ove v* è, in form a controvariante, il versore della norm ale ad esse. Alla (1.1) 
può darsi per mezzo delle formule di Green l’espressione integrale

(1 .2 ) y dar
2

j ru d i
L

ove L indica una curva chiusa regolare che racchiude la porzione regolare 2  
di superficie entro la quale si considera il campo, ed 73,• è, in forma controva­
riante, il versore della norm ale a L rivolta verso l’interno di 2 . Q uando si 
considerano, in una rappresentazione affine di 2  su 2 , quei campi di curve 
di 2  che vengono trasform ati in geodetiche di 2 , campi che diremo per questo 
a trasformata geodetica, dalla (1.1) e (1.2) possono dedursi per essi alcune 
proprietà differenziali e integrali che ora si esam ineranno.

2. -  L a curvatu ra geodetica y della trasform ata di una curva di 2  ha, 
nelle rappresentazioni affini l ’espressione, già fornita da M arussi [6]:

(2.1) y = A  ( y + zjìu k' k *0mt

in cui mt ed S sono rispettivam ente il modulo di deform azione lineare nella 
direzione della tangente t, e quello areale della rappresentazione; T lrs è dato 
dalla differenza fra i simboli di Christoffel di seconda specie di 2  e 2  e Xe è, 
in form a controvariante, il versore della tangente t. Se si considerano campi 
a trasform ata geodetica dovrà essere per questi

(2.2) y =  —  e,-,- T rs \ r X" X7

(*) Nella seduta dell’8 febbraio 1969.
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da cui, per la (1.1), si ha

(2-3) v% — TÏ.X'X'v,- =  o

che è la cercata equazione differenziale di un campo a trasform ata geodetica 
in una rappresentazione affine. Tenuto conto della (2.3) la (1.2) si potrà scri­
vere

(2-4) t ì , xr xs v; de % d/

con r]i rivolto verso l ’esterno di 2 .
Si consideri su 2  un sistema doppio ortogonale (u1, u2) del quale una 

delle famiglie coordinate costituisca un campo a trasform ata geodetica ed 
un quadrilatero form ato da linee coordinate. Dalla (2.4) si ricavano, a se­
conda che il campo considerato sia quello delle curve u1 o delle curve u2, le 
relazioni

(2-5) j J  ■ % “ T n  d* =  A/i
2

(2.6) I I1
2

essendo A/i e A/2 le alterazioni di lunghezza tra  i lati opposti del quadrilatero 
nei casi considerati.

3. -  Nel caso delle rappresentazioni geodetiche è identicam ente nulla 
l’alterazione di curvatura geodetica e pertanto la (2.4) si riduce alla

(3-0  J  V' Y), d / - -  o
L

che esprime il fatto, già messo altrove [1] in evidenza, che è nullo il flusso 
del versore norm ale di una famiglia di geodetiche attraverso il contorno L 
di 2 .

4. -  Nelle rappresentazioni equivalenti [6] il tensore Vrs soddisfa la con­
dizione

(4-0 T l
ri =  <*,r =  O

essendo ea il m odulo di deformazione areale.
In  v irtù  della (4-i) l ’integrando al primo m em bro della (2.4) può scri­

versi, nelle rappresentazioni considerate

(4.2) TL >L X s Ìa [3 T |  X1 (X2)2 — 3 T n  X2 (X1)2 +  T n  (X1)3 —  T^2 (X2)3].



174 Lincei -  Rend. Se. fis. mat. e nat. -  Vol. XLVI -  febbraio 1969 [94]

S- -  Per le rappresentazioni conformi la (2.1) si traduce nel noto teorem a 
di Schols [5]:

(5-0 ÿ  =  (y — (j,/,. v*')

in cui (JL/,- indica il gradiente d i deformazione [7]. Per i campi di curve a tra ­
sform ata geodetica in una rappresentazione conforme si avrà perciò

(5-2) T =  V-H v‘

ottenendo così la

(5-3) V-H v* +  v‘7,- =  o

che rappresenta l’equazione differenziale di un campo a trasform ata geodetica 
in una rappresentazione conforme. A lla (5.3) può darsi u n ’espressione parti­
colarm ente significativa; tenuto infatti conto della relazione

div [iw =  p, div n +  grad p X n

si vede facilmente che all’equazione differenziale dei campi considerati può 
darsi la form a

(5-4) div \m ~  (p —  1) div n .

Per le rappresentazioni conformi la relazione integrale (2.4) si traduce nella

(5.5) jj ft-V'dd ru ài
L

che nel caso in cui il campo di curve a trasform ata geodetica sia costituito 
da isometre della rappresentazione può scriversi

(5-6)
2

grad p da — J  v‘ 7),- di.
L

L a (5.6) esprime la seguente proprietà: in un campo d i curve isomet e a tra­
sformata geodetica in una rappresentazione conforme i l  modulo integro del 
gradiente d i deformazione uguaglia i l  flusso della normale attraverso i l  con­
torno L  d i ■£. Quando in luogo di un contorno generico L  si scelga un 
quadrilatero fatto con archi di tali isometre e di linee isomorfe si avrà

( 5- 7)  J  J  I g r a d  p t  | d e r  =  A /
2

ove A/ rappresenta l’alterazione di lunghezza tra  gli archi di isom etra del 
contorno. In  particolare, se si considerano rappresentazioni di interesse 
cartografico in cui le isometre siano i paralleli su superfici di rotazione la (5.7) 
perm ette di esprimere la differenza di lunghezza tra  gli archi di parallelo 
del contorno m ediante il modulo integro, entro il quadrilatero, del gradiente 
di deformazione.
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Se il campo di curve è costituito da isometre chiuse e la curva contorno L 
è una di queste, la (5.6) si riduce alla

(5.8) JJ I gradai da =  /

ossia, entro tale regione i l  modulo integro del gradiente d i deformazione è uguale 
alla lunghezza del contorno d i 2 . Se invece si considera un campo di curve 
isomorfe a trasform ata geodetica, essendo in tal caso [/./,• v* =  o, dalla (5.6) 
si ha, per un  contorno L costituito da archi di isomorfe e di isometre

(5.9) A l =  o

che esprime il fatto che se le isomorfe di 2  si trasform ano in geodetiche in 
una rappresentazione conforme, esse sono di necessità linee geodetiche.

6. -  Come applicazione di quanto esposto si può verificare, coi metodi 
del calcolo tensoriale, che l’equazione differenziale (5.4) dei campi di curve 
a trasform ata geodetica nelle rappresentazioni conformi è soddisfatta da un 
campo di lossodromiche su una superficie di rotazione [8] nella rappresenta­
zione di M ercatore.

Si consideri una superficie 2  di rotazione il cui asse sia l’asse Oz in un 
riferim ento cartesiano ortogonale unitario x , y  , z. Nel piano xz  il m eridiano 
di 2  può rappresentarsi con le equazioni param etriche

x  =  <p (u) , z  =  Y  (u)

e per i coefficienti della prim a forma fondam entale sulla superficie 2  si ha 
quindi

#u =  <P'2 («) +  'T'2 («) , a22 =  <p2 (u) , a12 =  a2ì =  o.

Se a  indica l’angolo costante formato dalle lossodromiche coi m eridiani, il 
versore norm ale alle curve del campo è dato da

i _ /  sin a cós a \

\ Va 11 Va22 )

Poiché per la rappresentazione considerata è

posto
>  =  ln ’ R =  9 (°)

In 9 (u) =  <E> (u) , In R  — p , p — ì =  c

si vede che è

e inoltre

div n = i a
w  ^

{ i a V'\ («) *) =  -.v _  sin a
J Vau.

i a f i  V In R ì
O' (u) sin oc ,

Va dui 1 ? (« )/
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