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Algebra. — Swur le demi-groupe des endomorphismes o une
algébre abstraite. Nota di PaurL Dusreir, presentata® dal Socio
B. SEGRE.

R1ASSUNTO. — Esposizione, sotto forma concisa, di risultati sul semigruppo degli endo-
morfismi di un’algebra astratta (nel senso di G. Birkhoff [2]), provenienti dai successivi svi-
luppi [5], [6] di un corso riattaccantesi particolarmente ai lavori di Fitting [7], Baer [1],
Specht [13], Ramalho [12], Fuchs [8], Doss e Miller [4], Clifford e Preston [3]. Una tratta-
zione completa, riproducente una serie di lezioni recentemente date all’Universita di Roma,
verrd pubblicata nei Rendiconti di Matematica.

Punto di partenza ¢ il risultato di Gritzer [9] e Waterman secondo cui ogni semigruppo
avente un elemento unitd ¢ isomorfo al semigruppo degli endomorfismi di un’algebra oppor-
tuna. Nella presente Nota vengono essenzialmente determinati quali Jegam: intercorrano fra
la struttura di un’algebra G assegnata e quella del semigruppo H dei suoi endomorfismi, come
dev’essere G affinché H goda di proprietd strutturali notevoli analoghe a quelle di un insieme
o di uno spazio vettoriale [3], [4], e cosa si pud dire di siffatte proprietd nel caso generale.

1. — DETERMINATION DES ENDOMORPHISMES.

Soient & I'ensemble des sous—algébres S ,--- de lalgébre donnée G, C
Pensemble des ses congruences €,---, Q l'ensemble des algébres quotients
Gle,. .-

Si n est un endomorphisme de G, d’image S,, de congruence nucléaire
Ny(x =y O, (x, v €G) == nx =ny), i, I'isomorphisme canonique de
G/, sur S, , vy 'homormophisme surjectif canonique de G sur G/9L, et
Jn linjection canonique de S, dans G, nous avons:

(1) N = JnlnYn-

S’il existe inversement un isomorphisme 7 d’une algébre—quotient
Q = G/@ sur une sous-algébre S, si y est 'homomorphisme surjectif cano-
nique de G sur G/@ et ; linjection canonique de S dans G, tout composé

(2) h = jas iy ol as € Aut S

(Aut S désigne le groupe des automorphismes de S), est un endomorphisme
de G ayant @ pour congruence nucléaire et S pour image.

Décomposons donc Q en classes U ,- - - d’algébres—quoctients isomorphes,
S en classes V,- .. de sous—algebres isomorphes et appelons couples endoge-
nes les couples (U, V) pour lesquels un (ou chaque) représentant Q = G/@
de U est isomorphe a un (ou chaque) représentant S de V. Chaque couple
endogene fournit un ensemble d’endomorphismes de G caractérisé par la

(*) Nella seduta dell’8 febbraio 1969.

11. — RENDICONTI 1969, Vol. XLVI, fasc. 2.
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propriété que les images sont isomorphes (ainsi que les algébres—quotients
par les congruences nucléaires). Le cardinal de cet ensemble est celui du
produit cartésien U X V X AuzS , (S € V), d’apres 2).

2. — ENDOMORPHISMES EXTENSIFS, RETRACTIFS;
IDEMPOTENTS ET SOUS-GROUPES DE H.

A chaque endomorphisme % sont associées la suite décroissante
S, (G2)S, 28,225,
des images des puissances de 7 et la suite croissante
N (809, COC,C---C O ,C---

des congruences nucléaires des puissances de v (8 désigne I'égalité dans G).
Les cas dans lesquels I'une de ces suites est stationnaire ont été étudiés en
théorie des groupes ou des boucles [1], [12], [13].

Il est commode d’appeler extensif un endomorphisme = tel que
Sy =Sy (=:--:), 7étractif un endomorphisme 7 tel que 9, = O, (=--").
Soient X', ®" respectivement I’ensemble des endomorphismes extensifs et celui
des endomorphismes rétractifs. L’ensemble des endomorphismes pour lesquels
la suite (8,) est stationnaire (a partir d'un certain rang) est le radical de
Y, PE)={r,A€eH;MeX pour un certain entier £}. De méme (N,)
est stationnaire si et seulement si v appartient au radical P (®"). Si nous
désignons par X et © respectivement 'ensemble des endomorphismes surjec-
tifs et celui des injectifs, par A = XN © le groupe des automorphismes de
G (P (A) = A), les inclusions évidentes:

ACRCYCP(E) , ACOCO CP(O)

peuvent étre complétées (grace a l'extension de théorémes établis dans [12],
[13] pour les groupes) par les propriétes d’intersection:

ONE=PO)NE=A=0nPE)=0nY,
POYNT =0nNnE=PE)N0O.

Alors que X et ® sont stables, X" et @ sont semi—stables (q €% =t e’
pour tout entier naturel £), P (") et P (Q") sont fuselés, c’est—a—dire semi-
stables et semi-premiers. L’ensemble E' = H — [P (®") U P (Z)] est fuselé
lui-aussi; ses éléments sont dits /4y persinguliers. Tout élément de H— [P (@) N
N P (2] est apériodique. P (Z)N\P (0"), P (@)\P (Z') et E' sont des ensem-
bles vides ow infinis. H—P (") est vide dés que la condition de chaine
descendante est verifiée par l'ensemble des images (en particulier par 'en-
semble des sous—algebres), H— P (0") est vide dés que la condition de chaine
ascendante est verifiée par I'ensemble des congruences nucléaires (en parti-
culier par I'ensemble des congruences).
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Une congruence € et une sous—algébre S seront dites supplémentaires
si, ©(S) désignant Uextension saturée de S par @ (réunion des classes modulo @
rencontrant S) et €|S la restriction de € 4 S, on a:

3) el =G, 3" C|S=é&|S

(6 égalité dans G). Les égalités (3) et (3') entrainent I’existence d’un isomor-
phisme 7 de G/@ sur S (a chaque classe modulo @, 7 associe I'unique repré-
sentant de cette classe situé dans S). La congruence nucléaire 9, et I'image
Se d'un endomorphisme idempotent o sont supplémentaires; réciproquement, a&
chaque couple (C,S) formé par une congruence € et une sous—algébre S suppleé-
mentaives, corvespond wun idempotent o et un seul tel que M,=C et S,=S.
Le plus grand sous—groupe U, d’élément neutre o, [3), n'est autre que I'ensem-
ble des endomorphismes v tels que O, = O, et S, = S,; de (2) résulte qu'il
est isomorphe aw groupe AutS,.

La réunion des sous—groupes maximaux U, (quand o décrit Densemble
Q des idempotents) coincide avec O NY' la réunion de leurs radicaux est

P (0)N P ().

3. — KQUIVALENCES £¥, #*; ENDOMORPHISMES RATIONNELS,
VECTORIELS (A GAUCHE OU A DROITE).

La caractérisation précédente du sous—groupe maximal I', conduit i
p
considérer, dans. H, les deux relations d’équivalence ¥, &* définies par:
3% ’ H 4 J—

n<* si et seulement si 9, = 9, .,

nR* 7" si et seulement si S, = S, .
S est rdguliere a droite, R* est réguliére a gauche et ces deux équivalences
sont' permutables:

X R* = &* 0¥ (= sup (8%, &%)
que nous désignerons par D*; nous poserons I* = £¥ N &*. Les classes mo-
dulo ©* correspondent bijectivement aux couples endogénes du § 1.

Soient £, R, I =CN R et D=2R = RS les équivalences de Green [3],
[10], dans le demi-groupe H. Les inclusions £C ¥, ..., 9 C D* sont
‘immédiates. Mais il est bon de pousser plus loin la comparaison entre ces
deux types d’équivalences.

DEFINITIONS. — Un endomorphisme v est rationnel a droite si

SLCS, entraine A €|n) =nH

ou 1) cst I'idéal a droite engendré par m; = est rationnel & gauche si

o, C 9L, entraine W € (4| = Hy.

Tout automorphisme posséde ces deux propriétés.

11*
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La restriction R*| O de K* & Pensemble O des endomorphismes ration-
nels a droite coincide avec celle de &:

SR*I(I)' = ocjilq),, de méme Q%|(D” — QI(I)H

b

@ désignant I'ensemble des endomorphismes rationnels & gauche. De plus,
si T, (I”) désigne I'ensemble des endomorphismes inversibles a droite (A
gauche) on a:

I'=2nd® , I"=060nao".

DEFINITION. — Un endomorphisme v est vectoriel & droite s'il existe une
sous—algébre T de G telle que 9, et T solent swupplémentaires, ce qui
entraine G/9C, ~ T: G/9T, et T sont donc des représentants de classes U,V
formant un couple endogéne. '

Tout endomorphisme idempotent est vectoriel a droite et, d’aprés la défi-
nition, lensemble Y’ des endomorphismes vectoriels & droite west autre que
¥ (Q): 2l contient donc lensemble £ () =D (Q) des endomorphismes ré-
guliers.

De plus, tout endomorphisme vectoriel a droite est ratiommel & droite:
v Co.

DEFINITION. — Un endomorsphisme v est vectoriel & gauche s'il existe
une congruence Ctelle que € et S, soient supplémentaires. On a les proprié-
tés duales des précédentes, en particulier, ¥’' désignant I’ensemble des endo-
morphismes vectoriels a gauche:

D (Q) C4h*(Q) = V' C D"

De plus, les endomorphismes vectoriels (des deux cotés) ne sont autres que
les endomorphismes réguliers, car nous avons les propriétés d’intersection:

NY' =9(Q)="N¥Y =9Y"nNnY"
auxquelles s’ajoutent
I=2nN¥(=Znd) , I"=Zn¥' (=Znd,
et, en appelant A’ I'ensemble des épimorphismes (c’est-a-dire des endomor-

phismes simplifiables & droite), A” I'’ensemble des monomorphismes (endo-
morphismes simplifiables a gauche):

T=ANnY" , O0=A"NY".

4. — ALGEBRES PARTICULIERES.

Appelons algébres wvectorielles les algebres dont tout endomorphisme est
vectoriel (a droite et a gauche), ou régulier, donc pour lesquelles on a:

H=9(Q) =¥ =%" =0 = 0.

Les espaces vectoriels en sont un cas particulier car la définition d’une alge-
bre vectorielle équivaut au fait que, quelque soit le .couple endogéne (U ,V),
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pour tout représentant G/€ de U il existe un représentant S de V tel que @
et S’ soient supplémentaires — et inversement. Cette condition est vérifiée
aussi, par exemple, dans un groupe abélien dont tout sous—groupe est som-
mant direct. Ces endomorphismes d’une algébre vectorielle ont les « bonnes »
propriétés connues pour les espaces vectoriels, [3], [4].

On definira une algébre vectorielle & droite (par exemple) par la condition
Y =H (= ®). Ce cas dissymetrique se présente effectivement pour les
algébres libres, [14], (malgré la dualité observée dans la théorie générale).
Nous avons ici A” = 0.

Dans une algebre rationnelle & droite (®" = H), nous avons I' =X et
R = R*. Si G est rationnelle (des deux codtés), les équivalences £*, &* coin-
cident respectivement avec les équivalences de Green £ et &.

Bien entendu, il reste & revenir d’une fagon précise sur les cas particuliers
fondamentaux (groupes, modules, etc.) pour voir a quelles conditions ils
forment une algébre de tel ou tel type. Il reste aussi a chercher les limites
et les raisons des propriétés de dualité observées dans la théorie précédente,
a donner des interprétations ou des prolongements dans le cadre des catégo-
ries, etc. Ces questions font l'objet de travaux récents, [11], ou en cours.
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