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Analisi funzionale. — Sw/l’estensione del teorema di Montel ©.
Nota di Domingos PisanELLI, presentata “” dal Socio M. Picone.

SUMMARY. — We extend the classical theorem of Montel- about normal families of ana-
lytic functions, to the case of operators defined in a finitely open set of a vector space on C
and valued in a locally convex space on C. We obtain a necessary and sufficient condition
about the space of values in order to obtain this extension.

In un lavoro precedente [1], abbiamo esteso il teorema classico di Mon-
tel per le famiglie di funzioni G-analitiche in un aperto Q di uno spazio SN*
a valori in uno spazio di Montel, equilimitate sui compatti di Q. Ci osservd
L. Nachbin che sarebbe interessante ottenere condizioni necessarie e sufficienti
sullo spazio che contiene Q per potere estendere il teorema di cui sopra.

In questo lavoro dimostriamo che possiamo prendere come spazio che
contiene Q un S.V. qualsiasi, come Q un insieme finitamente aperto, ed
estendere il teorema, di cui sopra, considerando famiglie equilimitate, soltanto
sugl'insiemi finitamente compatti. E possibile fare questa estensione quando
e soltanto quando lo spazio dei valori & pure uno spazio di Montel. Uno spazio
di Banach ¢ pure uno spazio di Montel q‘uando e soltanto quando lo stesso
ha dimensione finita, cid, crediamo, spiega perché nel trattato di Hille
« Functional Analysis and Semigroups » dove sono considerati solo spazi
di Banach, non pud comparire I'estensione del teorema di Montel.

Premettiamo delle notazioni, definizioni e teoremi ([2] e [3]):

X S.V. (spazio vettoriale su C).

Y S.L.C. (spazio localmente assolutamente convesso su C).

QCX si dice finitamente aperto quando & aperta l'immagine
inversa di Q secondo l'applicazione: (o ,---,a,) €C" —

—x9Foyhy 4+, %,€X per ogni xg, by, -, k,€X
ed 7 naturale.

G (Q,Y) spazio vettoriale su C delle funzioni G-analitiche in Q,
con valori in Y. f si dice G-analitica in Q, quando esiste

lim (f (x 4+ ah) —f ()] per qualsiasi x € Q e %€ X.
a—0

In maniera equivalente f(x + a;/Ay +- -+ o,/%,) & analitica in
(O(l,"',OC,JED(?C,/Z]_,'",}l”>:{<0€1,'",O(,JEC"/JC—I—O(]_kl—l—'-'—I—OcnhnEQ}
per ogni x € Q ed 4y, -+, 4, €X.

(*) Questo lavoro & stato eseguito in seguito a discussioni tenute a Lisbona col prof.
José Sebastido e Silva, durante il nostro viaggio finanziato dal «Conselho Nacional de Pe-
squisas » e dalla « Fundagio de Amparo & Pesquisa do Estado de Sio Paulo ».

(**) Nella seduta dell’8 febbraio 1969.
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Un insieme di X si dice finitamente compatto se ¢ I'immagine di un
compatto di C” secondo l'applicazione:

(o, ", 0y) €EC* >xg + oy oy + -+ a,%,€X

per xg, /%y, -, %, € X ed » naturale qualsiasi.

G, (Q,Y) ¢ lo spazio G (Q,Y) munito della topologia della conver-
genza uniforme sugl'insiemi finitamente compatti di Q.

Uno S.L.C. si dice di Montel quando ¢ separato ed ogni limitato ¢ rela-
tivamente compatto.

Ogni sotto spazio vettoriale topologico chiuso di uno spazio di Montel
¢ pure di Montel.

HCG,(Q,Y) ¢ limitato quando le funzioni di H sono equilimitate,
cioe, quando e soltanto quando l'insieme dei valori
assunti dalle funzioni di H in ogni insieme finitamente
compatto di Q & limitato in Y.

GCG,(Q,Y) ¢ linsieme delle funzioni G—analitiche constanti su Q.
G ¢, in maniera evidente, isomorfo a Y come S.L.C.

H (x) insieme dei valori assunti dalle funzioni di H in un
punto x.
Ye insieme delle funzioni definite in Q con valori in Y,

munito della topologia della convergenza semplice.

TEOREMA. — Una condizione necessaria e suficiente affinché G, (Q,Y)
sta di Montel é che pure Y lo sia.

Necessaria.

Sia G, (Q,Y) di Montel. In virtl dell'ipotesi e dell’isomorfismo di S.L..C.
tra G ed Y, la condizione & evidentemente necessaria.

Sujficiente.

Sia Y di Montel. G, (Q,Y) ¢ separato perché la riunione degl'insiemi
finitamente compatti di Q, ¢ Q ed Y ¢ separato. Sia HCG, (2, Y) limitato.
Per ogni x € Q si ha H () limitato e percid relativamente compatto in Y.
Abbiamo allora che H ¢ relativamente compatto in Y®. Sia £, un «net» di H.
Esisterd un «sotto net», che continueremo ad indicare con f,, che converge
ad f€Y®R Ciot¢ nella topologia della convergenza semplice.

Le funzioni f, (xg+ o1/ + -+ «,4,) sono analitiche ed equilimitate
nei compatti di D (%9, %y, -, 4,) (%0, /1, -, %, € X).

Ne segue, dalla formula di Cauchy, che le funzioni f,(xo + oy 2y 4 - -
-+~ a, 4,) sono equicontinue in D (xg, %1, - -, 4,). Da cio si ha che le stesse
convergono, pure uniformemente sui compatti, a f(xo + oy 2y 4+ -+ o, 4,).
Ne viene che f, converge a f G-analitica in Q, uniformemente sugl’insiemi
finitamente compatti.
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