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Analisi funzionale. —  Sull'estensione del teorema di M ontel 
Nota di D o m in g o s  P i s a n e l l i ,  p re se n ta ta ^  dal Socio M. P ic o n e .

Summary. —■ We extend the classical theorem of M ontel-about norm al families of ana
lytic functions, to the case of operators defined in a finitely open set of a vector space on C 
and valued in a locally convex space on C. We obtain a necessary and sufficient condition 
about the space of values in order to obtain this extension.

In  un lavoro precedente [1 ], abbiam o esteso il teorem a classico di M on
tel per le famiglie di funzioni G -analitiche in un aperto £2 di uno spazio £N* (**) 
a valori in uno spazio di M ontel, equilim itate sui com patti di £2. Ci osservò 
L. N achbin che sarebbe interessante ottenere condizioni necessarie e sufficienti 
sullo spazio che contiene £2 per potere estendere il teorem a di cui sopra.

In  questo lavoro dim ostriam o che possiamo prendere come spazio che 
contiene £2 un S.V. qualsiasi, come £2 un insieme finitam ente aperto, ed 
estendere il teorem a, di cui sopra, considerando famiglie equilimitate, soltanto 
sugl’insiemi finitam ente com patti. È possibile fare questa estensione quando 
e soltanto quando lo spazio dei valori è pure uno spazio di M ontel. U no spazio 
di B anach è pure uno spazio di M ontel quando e soltanto quando lo stesso 
ha dimensione finita, ciò, crediamo, spiega perché nel tra tta to  di Hille 
« Functional Analysis and Semigroups » dove sono considerati solo spazi 
di Banach, non può com parire l’estensione del teorem a di M ontel.

Prem ettiam o delle notazioni, definizioni e teoremi ([2] e [3]):

X S.V. (spazio vettoriale su C).
Y S.L.C. (spazio localmente assolutam ente convesso su C).
£2 C X si dice finitam ente aperto quando è aperta l’immagine 

inversa di £2 secondo l’applicazione: (oq , • • *, aw) e C n ->
+   b K „ ^ e X  per ogni x 0 , hx , • • •, hn G X

ed n naturale.
G (£2, Y) spazio vettoriale su C delle funzioni G -analitiche in £2, 

con valori in Y. /  si dice G -analitica in £2, quando esiste 
lim ( / (x +  ocÀ) — /  (x))l a per qualsiasi x  G £2 e i e X .
a-^-0

In  m aniera equivalente /  (x +  oq hx +  • • • +  a* hn) è analitica in 
( a i , • • •, € D (x , h i , • • •, k w) =  { (a i , • • •, a„) G Cn/x  H- &i ^ 1  H- • • • ~f" ^
per ogni x  G £2 ed k ± , • • •, hn G X.

(*) Questo lavoro è stato eseguito in seguito a discussioni tenute a Lisbona col prof. 
José Sebastiao e Silva, durante il nostro viaggio finanziato dal «Conselho Nacional de Pe- 
squisas » e dalla « Fundaçao de A m paro à Pesquisa do Estado de Sao Paulo ».

(**) Nella seduta dell’8 febbraio 1969.
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U n insieme di X si dice finitam ente com patto se è l’immagine di un 
com patto di Cn secondo l’applicazione:

( a i , • • •, a*) G Cn -> x 0 -fi- ax h1 +  • * • +  oc» hn 6 X

per x 0 , , • • •, hn € X ed n naturale qualsiasi.

G£ (Q , Y) è lo spazio G (Q , Y) m unito della topologia della conver
genza uniform e sugl’insiemi finitam ente com patti di D.

U no S.L.C. si dice di M ontel quando è separato ed ogni lim itato è rela
tivam ente com patto.

Ogni sotto spazio vettoriale topologico chiuso di uno spazio di M ontel 
è pure di M ontel.

H C G, (Q , Y)

G C Gc ( ü  , Y) 

H W

yQ

è limitato quando le funzioni di H sono equilimitate, 
cioè, quando e soltanto quando l’insieme dei valori 
assunti dalle funzioni di H in ogni insieme finitamente 
com patto di fi è limitato in Y.
è l’insieme delle funzioni G -analitiche constanti su fi. 
G è, in m aniera evidente, isomorfo a Y come S.L.C. 
insieme dei valori assunti dalle funzioni di H in un 
punto x.
insieme delle funzioni definite in Q con valori in Y, 
m unito della topologia della convergenza semplice.

T eo rem a. -  Una condizione necessaria e sufficiente affinché G* (fi , Y) 
sia di Montel è che pure Y lo sia.

Necessaria.

Sia G, (fi , Y) di Montel. In  virtù dell’ipotesi e dell’isomorfismo di S.L.C. 
tra  G ed Y, la condizione è evidentem ente necessaria.

Sufficiente.

Sia Y di M ontel. Gc (fi , Y) è separato perché la riunione degl’insiemi 
finitam ente com patti di Q, è O ed Y è separato. Sia H C G ,  (Q , Y) limitato. 
Per ogni j  e Q  si ha H '(#) limitato e* perciò relativam ente com patto in Y. 
Abbiam o allora che H è relativam ente com patto in Y Q. Sia f n un  « net » di H. 
Esisterà un «sotto net», che continueremo ad indicare con f nì che converge 
ad f e  Y Q. Cioè nella topologia della convergenza semplice.

Le funzioni f n (x0 +  ai h± -|—  • +  cnn hn) sono analitiche ed equilim itate 
nei com patti di D (x0 , hx , • • •, Än) (Yo , h\ , • • •, hn e X).

Ne segue, dalla form ula di Cauchy, che le funzioni f n (xo +  ax hx +  • • •
• • • -fi oc* hn) sono equicontinue in D (x0 , hx , • • •, hn). D a ciò si ha che le stesse 
convergono, pure uniform em ente sui com patti, a /  (x0 +  ax +  • • • +  a* kn). 
Ne viene che f n converge a /  G -analitica in Q, uniform em ente sugl’insiemi 
finitam ente com patti.
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