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Analisi numerica. — Waggiorazione dell'ervore in una formula
di approssimazione di L. Merli per alcune classi di Junzioni con-
tinue . Nota di FERrRUccIo FONTANELLA, presentata @ dal Socio
G. SANSONE.

SUMMARY. — An error bound is given for a polynomial approximation formula con-
sidered by L. Merli.

Assegnata una funzione f(x), continua in [—1, 1], e costruito il poli-
nomio interpolante di Hermite

® H, [/, 2] = ¥ fm) ()
dove
(2) Yy (%) = v (%) [4 ()],
con
3) U (1) = 1= (x — 1) 0, (x) e, () ,
@) b (%) = o, (@)[o, () (x — )],
o, (x) = ¢ (x —x1) (x — xz) o (x—ax,), ¢ = costante,
e dove x1, 22, -, %, sono i punti fondamentali dell’interpolazione, ¢ noto [1]

che, nell'ipotesi che i punti fondamentali siano gli zeri del polinomio di
Tchebycheff di prima specie

(5) T,(x)=Acosnb =0, A = costante, x = arc cos 0,
6) X = cos [(2£2— I)»TC/Z 7],

vale

) nlgrolo H, [/@),x] =/,

uniformemente in [— 1, 1].
E. Moldovan [2] ha dato una valutazione della rapidita di convergenza
della (7) e, pilt precisamente, ha dimostrato che
® max |f @) —H,[f(x),%]| <250 (f(), n logn),
L .

1<z <

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dei Gruppi di ricerca del Comitato Nazionale per le
Scienze Matematiche del C.N.R. per ’anno 1969.
(*¥*) Nella seduta dell’r1 gennaio 1969.
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dove, [3], la funzione o (f(x), d)

o (f(x,9d) :lxitj/l‘)<6\f(x)——f<x')l, x,x' €[—1,1],

¢ il modulo di continuitd della f(x) nell'intervallo [— 1, 1].
Nell’ipotesi che f(x) sia lipschitziana di ordine « in [— 1, 1], sia tale
cio¢ che
x,x €[—1,1]
| f@)—f(@)| <L|x—a | o<a<1,
L costante,

dalla (8) si ha subito [4]

©) max | f(x)—H, [f (), 21| <27k (n1 log n)* .

—1<a<
In una sua Nota L. Merli [6] ha dato il seguente teorema:

Siano X1,Xz,- -, Xsys, con p=>o fissato, (# + p) punti dell’intervallo
[—1,1] con

— 1 <X <K << Fpyyp < I
e siano x1, %2, -+, x, z punti, dello stesso intervallo, con

— < <m<-o<zx, <I,

per i quali risulti, nel relativo polinomio di Hermite (1), %, (x) > o0, per
k=1,2, - ,n; n=1,2, - x€[—1,1], valga la (7) uniformemente in
[ 1, 1], ed inoltre, scelto un & > 0 ed arbitrario, esista un #, tale che,
per n > n, risulti

(IO) ‘x,é—‘“p_ck-|~s’<s 3:0:1,"';P§'é:I,Z;"',”\-

Posto allora
(1) H[f@), ] =§1 by () [ f (%) +f Regr) + -+ f Ferp)] [(p +1),

si ha, uniformemente in [—1,1],

(12) lim Hy [ (%), 2] =/ (%) .

Scopo di questa nota & di valutare, con esplicita maggiorazione, la rapidita
di convergenza della (12) per alcune classi di punti {¥,} per cui & valido il
teorema di L. Merli.

(1) Si noti che la (9) & migliore del risultato ottenuto, per « = 1, da O. Shisha e
B. Mond in [z]. : ‘
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Si consideri la differenza
F@—HI @2 = B () — U@+ FEead - F G2+ D} )
/@ —HI @), 41l < B 1@ —F @] ) +

n

?
HEE @@l amlfe .

Siano, inoltre, i punti {x,}, gli zeri, (6), del polinomio di Tchebycheff di prima
specie.
Ricordando la (10) si ha, se la f(x) & continua

|/ () —f Fan) | <0 (), 9),
e se la f(x) & lipschitziana di ordine «, si ha
|f () —F (Fpa) | < Le®.

Tenendo presenti la (8) e la (9) e ricordando che

Y ) =1,
faus |
si ha, con la sola ipotesi della continuitd della 7 (x),
(13) |/ —HI[f(®),x]| <276 (f(x),ntlogn) + o (f(x), ) pl(p-+1),
e se la f(x) ¢& lipschitziana di ordine «, si ha
(g [f@—HI[/(®,]| <27l @tlogn)* +*Lpl(p + 1).

Z) Si considerino ora, quali punti del sistema {X;}, gli zeri del polinomio
di Jacobi P (1/2, 1/2, %), il polinomio cio¢ sen® (2 + p +1)[sen 0; tali zeri
hanno la forma

Tp4s = €08 [ (& + 9)[(n + p + D]

E facile verificare che, essendo, come gia detto, i punti {22} gli zeri del poli-
nomio di Tchebycheff di prima- specie, si ha

(15) |Zis — 2 | < — |HA—E+ s/A +1/2],
dove A=14 (p+ Dn.-

#2) Se i punti del sistema {X,} sono gli zeri del polinomio di Jacobi
P(—1/2,1/2,x), del polinomio cio¢ [cos O (2 7z + 1)/2]/[cos 0/2], si ha

Xpps=cos [k 2k + 25— 1)+ 2p+ 1)],

ed allora
(16) |Tos — 22| < — | £/B—k + (25— 1)[B + 1/2],
dove B=1+ (2p + 1)/27%.
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22i) Se gli {¥,} sono gli zeri del polinomio di Jacobi P (1/2,—1/2, ),
cio¢ di [sen 0 (2 7 + 1)/2]/[cos 0/2], si ha

Xpps=cos [k (2k+29)[2n+2p+1)],

ed allora
(17) | Xas — 7| <= |A/B—%+ 25/B+1/2],

dove B=1+4 (2p + 1)/2%.

In conclusione le (15), (16), (17) permettono, per le classi di punti sopra
considerate, di eliminare ¢ dalle (13) e (14), ed ottenere cosi maggiorazioni
esplicite dell’errore in funzione di 7.
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