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Analisi numerica. —■ Maggiorazione dell'errore in una formula 
di approssimazione di L. Merli per alcune classi di funzioni con
tinue^. Nota d i ' F erruccio F ontanella , presentata dal Socio  
G. S a nso ne .

SUMMARY. — An error bound is given for a polynomial approximation formula con
sidered by L. Merli.

A ssegnata una funzione f  (x), continua in [— i, i], e costruito il poli
nomio interpolante di H ermite

n

( 0  H b [ f ( x )  , x ] = Y i  /(**) hk ( x ) ,
k =  l

dove

(2) h ( x ) = V k {x){lk (x)\P, 

con

(3) vk (x) =  i ~ ( x — x k) tù "(^ )/ù > ;(^ ),

(4) 4 90 =  <*n 90/ [ W*9f )  (x  —  X k)]  ,

0)a 9 0  =  c (x  —- xi) (x  —  x 2) • • • (x —  x „ ) , c — costante,

e dove x\  , xz , - ■ ■ , x n sono i punti fondam entali dell’interpolazione, è noto fi]  
che, nell’ipotesi che i punti fondam entali siano gli zeri del polinomio di 
Tchebycheff di prim a specie

(5) T „ (x) =  A  cos nd — o , A  =  costante , x  — arc cos 0,

(6) x k =  cos f(2/è—  1) T z [ 2 n ] , 
vale

(7) l i m H  n [ f ( x ) , x ] = f ( % ) ,
n —> 00

uniform em ente in [—■ i , i ].
E. M oldovan [2] ha dato una valutazione della rapidità di convergenza 

della (7) e, più precisam ente, ha dim ostrato che

(8) m ax I /  (x) — H „ [ /  (x) , x ] \  <  2 tm ( /  (x) , r 1 log n) ,
—1< X < 1

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dei Gruppi di ricerca del Comitato Nazionale per le 
Scienze Matematiche del C.N.R. per l’anno 1969.

(**) Nella seduta dell’ 11 gennaio 1969.
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dove, [3], la funzione co ( f ( x )  , 8)

«  ( /  O ) > S) =  sup \ f ( x ) — f ( x ' ) \ ,  X ,  x'  e [— 1 , 1 ] ,
I x  — x ’ I < Ö

è il modulo di continuità della f  (x) nell’intervallo [— i , i ].
N ell’ipotesi che /  (x) sia lipschitziana di ordine a in [—  i , i], sia tale 

cioè che

I / O ) — f ( x ' ) \ < L \ x  —  

dalla (8) si ha subito [4]

x , x f e [— 1 , 1] 
o <  a <  i,
L  costante,

(9) m ax I f  (oc) — H n [ f  (x) , x] I <  2 tuL (nr1 log n)a
- l < x <  1

In  una sua N ota L. M erli [6] ha dato il seguente teorema:

Siano x i , X2 , • • •, x n+p , con p >  o fissato, (n +  p)  punti dell’intervallo 
[—  1 , 1 ]  con

—  I <  Xi <  X2 <  ' • • <  Xn+p <  I 

e siano x\  , x<i, • • •, x n n  punti, dello stesso intervallo, con

—  I <  Xl <  X2 <  • • • <  x n <  i ,

per i quali risulti, nel relativo polinomio di H erm ite (1), hk (x) >  o, per 
k  — i , 2 , • • •, n  ; n  =  1 , 2 , • • • ;. x  € [— 1 , 1 ] ,  valga la (7) uniform em ente in 
[—̂  i , 1], ed inoltre, scelto un e >  o ed arbitrario, esista un n 0 tale che, 
per n  >  n 0, risulti

( IO) \ x h --- xk+s I <  £ J =  o , I k  = 1  , 2 , • •• ,  n.

Posto allora
n

(ï 1) [ / (x) , x] =  2  ^k(x) [ f ( x k) Jr f ( x k+1) +  • • • +  f  (xk+p)]l(j> + 1 ) ,
k—t

si ha, uniform em ente in [— 1 , 1],

(12) lim H * [ f ( x ) , x \ = f ( x ) .
n —>00

Scopo di questa nota è di valutare, con esplicita maggiorazione, la rapidità 
di convergenza della (12) per alcune classi di punti {xk } per cui è valido il 
teorem a di L. Merli.

(1) Si noti che la (9) è migliore del risultato ottenuto, per a — 1, da O. Shisha e 
B. Mond in [5].
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Si consideri la differenza
n

f ( x )  —  H* [ f ( x ) , x] =  X  { /(* )  —  lf(x&) + f ( x k+1) + ----- h f(xk+pW j>Jr  i )} hk(x) ■
k = l

n

I f i x )  —  H * [ /  ( x ) , x ] \  <  X  I /  (*) — /  0*) I K  (x) +
k = l

+  j 2  2  I/ (* * )  —  /(**+ /)  | h { x ) \ U p  +  i ) .( k=i s =0 V

Siano, inoltre, i punti {xk}, gli zeri, (6), del polinomio di Tchebycheff di prim a 
specie.

R icordando la (io) si ha, se la /  (x) è continua

I f ( x k) — f ( x i+s) I <  co ( f  (x) , e) , 

e se la f  (oc) è lipschitziana di ordine a, si ha

If  ( Xk)  — f  ( X k + s )  I <  Le“ .

Tenendo presenti la (8) e la (9) e ricordando che

k = l

si ha, con la sola ipotesi della continuità della f ( x ) ,

(!3) I f { x )  —  H* [ f ( x )  , x ] \  <  2 7CC0 ( f ( x )  , n - 1 log n)  +  co ( / (* )  , e) p/(j> + 1), 

e se la /  (x) è lipschitziana di ordine a, si ha

(H ) I  f { x )  —  H* [ f ( x ) , x ]  I <  2 7tL (n- 1 lo g n)a +  sa Lp/ (p  +  1) .

i) Si considerino ora, quali punti del sistema {xk}, gli zeri del polinomio 
di Jacobi P (1/2 , 1/2 , x), il polinomio cioè sen 0 (n +  p  + i) /s e n .0 ; tali zeri 
hanno la forma

xk+s =  cos [tu (k +  s)\(n +  p  +  1)] .

E facile verificare che, essendo, come già detto, i punti { xk} gli zeri del poli
nomio di JTchebycheff di prim a specie, si ha

C15) \ x k+s —  xk \ < — \ k \ A —  k  +  s /A  +  1/2 I ,

dove A- — i +  (/> +  i )/n.

u )  Se i punti del s i s te m a la }  sono gli zeri del polinomio di Jacobi 
P (-— 1/2 , 1/2 , x), del polinomio cioè [cos 0 (2 n  +  i)/2]/[cos 0/2], si ha

xk+s =  COS [tu (2 k  -j~ 2  S -—  l)l(2 n + 2 ^ + 1 ) ] ,

ed allora

( l6) \ x k+s —  xk \ <  — l-è/B— k +  { 2 S —  i)/B +  1/2 I ,

dove B =  i +  (2p  - f  i)/2 n.
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in)  Se gli {xk} sono gli zeri del polinomio di Jacobi P (1/2 , — 1/2 , x), 
cioè di [sen 0 (2 n +  i)/2]/[cos 6/2], si ha

XkXs — COS [7T ( 2 ^ + 2  <0/(2 n  +  2 p  +  1)]
ed allora

0 7 ) I xk+s xk\ — Ui I ^  “b 2 «r/B -f- 1/2 I ,

dove B .=  i +  (2^  +  \)(2 fi.
In  conclusione le (15), (16), (17) permettono, per le classi di punti sopra 

considerate, di eliminare, e- dalle (13) e (14), ed ottenere così maggiorazioni 
esplicite dell’errore in funzione di n.
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