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Meccanica. — L ’écoulement des fluides visqueux et compressibles 
en présence d ’une plaque plane. Nota di L a z a r  D r a g o s  presentata (,) 
dal Socio B. F i n z i .

R iassunto. — Il problema del moto dei fluidi comprimibili in presenza di una lamina 
e ridotto alla risoluzione di due equazioni integrali (26) e (32').

I. Introduction. Equations de mouvement. -  On considère un fluide vis
queux et compressible, satisfaisant à la loi des gaz parfaits p r =  pr R T r , 
en m ouvem ent en présence d ’une plaque plane. On adm et q u ’à l ’infini l ’écou
lem ent de fluide est uniform e, à vitesse V0 parallèle à la plaque et q u ’il a 
lieu en présence d ’un cham p de tem pérature T o . Le problèm e q u ’on se pro
pose est celui d ’étudier l ’écoulement perturbé par la présence de la plaque. 
Dans ce bu t on choisit le système de référence de telle m anière que son origine 
coincide avec le bord d ’attaque de la plaque et que l ’axe Ox soit parallèle 
à la plaque et à la vitesse du fluide à l ’infini, l ’axe Oy  é tan t perpendiculaire 
au plan de la plaque. L a longueur de la plaque sera notée p ar L  et les vec

teurs unité des axes p ar i et j .
E tan t donné que les conditions du problèm e sont les mêmes à chaque 

instant et dans tout plan parallèle au plan xOy, il en résulte que l ’écoulem ent 
sera perm anent et plan.

Pour décrire l ’écoulement, nous allons utiliser des variables sans dimensions 
où L  est l ’unité pour la longueur, V0 pour la vitesse, T 0 pour la tem pérature, 
po pour la densité et p0 Vo pour la pression. L a viscosité du fluide ja est 
supposée constante. M ettan t eh évidence la perturbation (u , v , p , p  , T), 
on écrit

(1) V  =  ( i + u ) i  +  v j  , P =  i +  P , T = i + T  , ^  =  R T0Vo"2 -f- p

où p , T  et p  représentent la densité, la tem pérature et la pression totales.
L inéarisant les équations de m ouvem ent on obtient: (*)

(2) —  +aX ‘
du dv 
dx ' dy =  O

(3)
-p , 1  d ( du dv \ 0II1 p  — ( J L  1 a

a \ dx2 ‘ dy2 / dx

(4) P v  +  A  a  —  ( 
3 '

1 du . dv ' 
\d x  dy

II 0

(*) Nella seduta del 14 dicembre 1968.
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L ’équation des gaz parfaits s ’écrit:

(5) yM 2 p  =  p +  T

et l ’équation de l ’énergie:

(6) Q T +  (y - i ) M 2|  =  o  

Nous avons noté:

(7)
i

po LVo

M =
V„

yRTo

Q =  ß
82 
dx2

92
9y 2 dx

P
I  ___  X

Re Pr ^  po LV0 ’

> T £p_ .
Cy

Re é tan t le nom bre de Reynolds, P r  le nom bre de Prandtl, M le nom bre de 
M ach dans l ’écoulement de base, y le rapport des chaleurs spécifiques et x 
le coefficient de conductivité therm ique supposé égalem ent constant.

A ux équations (2)-(6) il faut ajouter encore la condition:

(8) lim (u , v , p , p  , T) =  o.
x2-\-y2 —>00 '

Elim inant T  de (4) et (5) on obtient:

(9) M3 S /  -Qp =  o , S =  tP ( - g - +  ^ . )  -  A

et p  de (3) et (4) on tire:
/ \ "p» ( dtP dv \
(10) =

De (2), (3) et (9) on déduit:

CO Q (-|- +  ^ )  +  M’ PS*+ i « M 3s A ( ^  +  ^ )  =  o.

De (10) et (11) on déduit que u  et v satisfont à l ’équation:

2. Représentation de la solution générale. -  On cherche la solution sous 
la forme: exp (—  tkx  +  sÿ). L ’équation (12) fournit la suivante équation 
algébrique pour s:

(13) L  (—  z'X , s) =  { a (s2 —  X2) +  ^  ^ C$*2 -— X2)2 +  b (s2 —■ X2) +  c } =  o

a =  ß — — aßyM 2 i \  — ax +  ïka2 =  fiar

(H )
b =  (ßy +  -i. a) M 2 X2 +  ïk  =  h  +  ü'X, c =  M 2 A 3 

S (X) =  b2 —  4 ac =  M 4 (3 ßy —  4 a)2 X4 +  6 M 2 (3 ßy +  4 a  —  6 ß) «X3 — 9 X2.
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On en déduit que les racines de Téquation (13) sont distinctes et que leur 
partie réelle est différente de zéro. Si ces racines étaient imaginaires (s ir, 
r  réelle) il en résulterait:

a (:r2 +  X2) =  VX

(r2 +  X2) —  bi =  o , (r2 +  X2)2 —  (r2 +  X2) +  X2 M 2 =  o

les deux dernières équations devant être satisfaites sim ultaném ent. Ces condi
tions ne peuvent pas être réalisées pour X réel.

Nous notons:

o s )

avec déterm ination arithm étique du radical.
C om pte-tenu de (8) on tire:

+ 0 0

« ± ( * , y ) = ± [  S  Sj K f  {\) e~iXx±sj y àkJ 7=1,2,3 
— 00

(16)
+  00

ZJ± ( x  , ÿ )  =  j  X  i'k B ?  (X) e ~ ikx± tj y dx.
—  ° °

De (3) on déterm ine p. De (4) on tire:

X2 Py Bf  =  Py A-f , Py = .«  (>2 -  X2) +  *X , (Pi =  O) 

de sorte que nous avons:

(17) X2 B f  =  s\ A t ,  k  =  2 , 3.

Ensuite on déterm ine p de (2) et T  de (5). L a vérification de l ’équation (6) 
entraine la relation:

(18) A t  =  B f

le cas a =  ß , y =  1 étan t exclu. Les relations obtenues de (6) pour k =  2 , 3 
sont identiquem ent vérifiées en vertu des résultats (17) et (13).

En conclusion:
+ 0 0

P ± ( x , y )  =  ± j  Ç  ^  p i  At  ï - a x ± v  dx
— 00

+  00

(19) P± (* , ÿ )  =  ± J  X  ^  pi A t  e~ax±V  dx
— OO

+ OOr
T± (x , 7 ) =  ±  I Z  *  T l  A f  e~iXx± V  dX

J k



2 4 Lincei -  Rend. Se. fis. mat. e nat. -  Vol. XLVI -  gennaio 1969 [2 4 ]

(19') —  ïkp* =  — a (sì —  X2) +  iX , pi =  —  —  I

Les inconnues du problème, . A f ,  j  =  1 , 2 , 3  se déterm inent des conditions 
aux limites.

3. Conditions aux limites. -  L a condition d ’adhérence nous fournit:

(20) u+ ( x , o) =  — i , x e [ o y i]

(21) U+ (x , o)  U_ (x , Ó) =  O, \tx

(22) 0  > o) =  o , *  e [ o , 1]

(23) v+ (x , o) — z/_ {x , 6) =  0 , Vx.

On peut encore écrire deux autres conditions, imposées par l ’état de tem pé
ra tu re de la plaque. Ainsi, si la plaque est un conducteur therm ique parfait, 
nous avons:

(24) i +  T + (x , o) =  ©'(*) , x e [ o  ,1 ]

(25) T+ (% > °) — T~ (# , o) =  o , Vx.

0  (x) étan t la tem pérature extérieure de la plaque (en variables sans dim en
sions). Si la plaque est isolatrice, alors le flux de chaleur à travers celle-ci 
sera nul, de sorte que:

dT+
dy y= 0

=  O,

dT+ 3T_
dy 0 dy

x  e [o , 1] 

V*.

Nous allons considérer le cas de la plaque à conductivité parfaite.
U tilisan t la solution générale, les conditions (2o)-(2 5) nous fournissent:

(2O0 1̂ Ai" +  s2A t  +  s3 A3" =  F

+ 0 0

(26) j  F  (X) e~ax à \  =  — Ì , x  e[o  , 1]
—00

(21') (Ai" +  Ai ) +  J2 (-V +  A2 ) +  3̂ (At +  A3 ) =  0

(22') >2 A !  +  4  A 2+ +  si A i  =  G

+ 8J AG(X)r^dX = o,(27) x  e [01] ,
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(230 X2 (A t  —  A f)  +  4  (A2+ —  A 2-> +  4  (Aÿ -
+ OO
r

(28) I H (X) e~'l'kx dX =  —■ i -j- © (x) , x  e [0 , 1]

(240 j 2 T 2A 2+ +  J3 T 3A 3+ ==H(X)

(250 s2 T  2 (AO +  A 2 ) +  j 3 T 3 (A.0 +  A3 ) =  0.

De (20'), (22') et (24') on tire:

(29) A /  =  OCy F  +  ßy G +  Yy H

avec les notations:

t  ^  =  —  T3)

. 8*=slS2s3 (s2TÎ — s3TÎ) — X2s2 s3 (Tt  —  T Î)
(290

8*«2 =  — X % l t  , 8*ß2 =  f1 J3 T j  , S*Ï2 =  ~ * 3 (JlJ3  — X2) 

s* oc3 =  X2 J2 T 2 , 8* ß3 =  — J! j 2 To , S* y3 =  s2 (J1 J2 —  >2)- 

Les équations (21') (2fl) et (25') s ’écrivent:

( 2 I ' 0 «5*1 A i  -fl *5*2 A 2  + . S 3 A 3  —  —  F

(23'0 X2 A i  -fl S2A2  +  s$ A 3  —  G

(2 5'0 s 2 T Ï A Ï  + s 3 T t A £  =  — H.

L a solution du dernier système s ’obtient de (29) en substituant —  F  à F  et 
—  H à H. Nous avons:

(30) Ay =    09 F  +  ßy G Yy H.

En conclusion, les inconnues du problème, Ay, s ’exprim ent à l’aide des 
fonctions F  j G , H ,  solutions des équations intégrales (26), (27) et (28). On 
observe cependant que ces équations intégrales ne déterm inent pas de façon 
unique les fonctions F, G et H. Pour assurer l’unicité de la solution il faut 
écrire des conditions supplém entaires à l ’extérieur de la plaque. Telles condi
tions s ’obtiennent de la continuité de la pression, du tourbillon et du flux 
de chaleur. Nous imposons donc:

(31)

(32)

[PÌ0 =  P+ O > °) — P -  (fl  y °) =  ° 1 * 6 C [O , i]
' du ' du+ du_
dy 0 dy 0II!S

' 2T' dT+ 9T_
dy 0 dy Vi II 0( 3 3 ) =  O x  e C [ o  , 1].
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U tilisant la solution générale, on obtient:
+ 0 0

(34) [P]0 =  - 2 J g *  G r - ^  dX
— OO

(35)

(36)

du ' 
dy Jo

2

a

+  00

f  zX (oq F  +  Ti H ) dX
— OO

d T ' 
dy Jo

+ o°

2 J H* H e - '1* dX
— OO

S G — sx s2 (T2 p z — T 3/>2)
2  _ -X-

X Ò H =  <7/ J3 (j 2 -%) {-fl 2̂ J3 (J2 H- ^s) ---

—  X ( j | +  J2 sz 4~ •'‘s) +  X* (1 —  yM 2/«') }.

Les conditions (3 i)-(33) nous conduisent aux équations suivantes:

(31'). (33')

(32')

4 - 0 0J G* Ge~iXx dX =  o
—00

+00J  H* He~tkx dX — o , ^ e C  [1 ,0 ]
—00

+ 0 0J  z’Xoq Fe~ax dX =  —-
—00

+ 00

J  i'k'Xi He~zXx dX,
—00

X  € C [o , 1].

Les résultats (34)—(36) sont utiles pour le calcul de l ’action hydrodynam ique 
sur la plaque et pour le calcul du flux de chaleur. Le problèm e aux limites 
se réduit, en essence, à la résolution des équations intégrales (26) et (32') 
où H est connue de la résolution d ’un problème de même type. Dans le cas 
de la plaque dem i-infinie, les équations intégrales se résolvent explicitem ent 
a l ’aide de la m éthode W iener-H opf.


