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Meccanica. — L’écoulement des fluides visqueux et compressibles

en présence d'une plague plane. Nota di Lazar Dracos presentata
dal Socio B. Finzr.

RIASSUNTO.F,— 11 problema del moto dei fluidi comprimibili in presenza di una lamina
e ridotto alla risoluzione di due equazioni integrali (26) e (32').

1. Introduction. Equations de mouvement. — On considére un fluide vis-
queux et compressible, satisfaisant 4 la loi des gaz parfaits p, = p, RT,,
en mouvement en présence d’une plaque plane. On admet qu’a I'infini Iécou-
lement de fluide est uniforme, & vitesse Vo parallele & la plaque et qu'il a
lieu en présence d’un champ de température To. Le probléeme qu’on se pro-
pose est celui d’étudier I'écoulement perturbé par la présence de la plaque.
Dans ce but on choisit le systéme de référence de telle maniére que son origine
coincide avec le bord d’attaque de la plaque et que I'axe Ox soit paralléle
a la plaque et a la vitesse du fluide & l'infini, I'axe Oy étant perpendiculaire

au plan de la plaque. La longueur de la plaque sera notée par L et les vec-

teurs unité des axes par 7 et j.

Etant donné que les conditions du probléme sont les mémes & chaque
instant et dans tout plan paralléle au plan 20y, il en résulte que 1’écoulement
sera permanent et plan.

Pour décrire I’écoulement, nous allons utiliser des variables sans dimensions
ol L est I'unité pour la longueur Vo pour la vitesse, To pour la température,
eo pour la densité et py Vi pour la pression. La viscosité du fluide ® est
supposée constante. Mettant en évidence la perturbation (x,v, ¢, p,T),
on écrit

(1) ?fz(l—l—u)?—l-v?, p=1+p , T=1+4T , ZZRTOVo—z-F?

ot o, T et p représentent la densité, la température et la pression totales.
Linéarisant les équations de mouvement on obtient:

39 + —
(2> 3}!5 + 9_7 =0
r 9 o2 o2 )
O merielEed)-Zeo  rma(fif)—2
: ? (Ou v P
@ Pot e W(WJFW)“@‘ °

(*) Nella seduta del 14 dicembre 1968.
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L’équation des gaz parfaits s’écrit:

(5) YMPp=o+T
et I’équation de 1'énergie:

23 _ E: e 5
© QT+ Ga—DMZL=0 , Q=B(gr+ i) 5
Nous avons noté:

N R __ 1 ®
(7) *==x; o LV, ’ B Re Pr cppoLVy ’
VZ
2___ 90 — ‘r .
M= » =7

Re étant le nombre de Reynolds, P» le nombre de Prandtl, M le nombre de
Mach dans I’écoulement de base, y le rapport des chaleurs spécifiques et »
le coefficient de conductivité thermique supposé également constant.

Aux équations (2)—(6) il faut ajouter encore la condition:
(8) lim @,v,p,p,T)=o0.

x24y2—>00

Eliminant T de (4) et (5) on obtient:

2 02 02 d
©) M*Sp—Qe=0 , S=1B(gmrt o) o
et p de (3) et (4) on tire:
: ' i du v

(IO> P<‘33/—‘_'W>=O.
De (2), (3) et (9) on déduit:

du oy 2 1 2o 9 [Ou v\
(11) Q(—S;—[—W)A—M PSu + - aM 5_37(_9;+W)~o.
De (10) et (11) on déduit que = et v satisfont & 1’équation:
, 5 3\ (u
(12 L 5)(s)=r

3 9 o a2 9 2 1 2 2
L(ar o o) = PO g + 5s) + MBS o [P+ Sa g 5

2. Représentation de la solution générale. — On cherche la solution sous
la forme: exp (—#\x + sy). L’équation (12) fournit la suivante équation
algébrique pour s:

(13) L(—an,s)={a(@—M)+a}{a(2—02+6(2—2)+c}=o0

a= B—% aByM? 2 = a; + ihay = Ba’

(14)
b=(pr+ 2Nt a=bta, =M

8()\):62—4ac=M4 (3 By——4oc)27\4—}—6M2(3 By + 4a—6p) N — o,
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On en déduit que les racines de 1'équation (13) sont distinctes et que leur
partie réelle est différente de zéro. Si ces racines étaient imaginaires (s = 77,
7 réelle) il en résulterait:

o (72 4 28) = 4\

o +N)—bi=0 , G+ -+ LM =0

les deux derniéres équations devant étre satisfaites simultanément. Ces condi-
tions ne peuvent pas étre réalisées pour A réel.
Nous notons:

(15) slz_l;\z ;‘ V;\Z é_VS , 532_‘/)\2_5_42'#_
avec détermination arithmétique du radical.
Compte—tenu de (8) on tire:
+
s (2, 9) = [ T GAFWTE D
J 7=1,2,
(16)
+o00
vy (x,9) = f ¥ A BE ) e ME da
-
De (3) on détermine p. De (4) on tire:
NP BEF=sSPAF |, P=ali—) 4+ , (Pi=o0)
de sorte que nous avons:
(17) M BE = sf AF, k=2,3.

Ensuite on détermine p de (2) et T de (5). La vérification de 1’équation (6)
entraine la relation:

(18) Af = BY

le cas « = B, vy = 1 étant exclu. Les relations obtenues de (6) pour £= 2, 3
sont identiquement vérifiées en vertu des résultats (17) et (13).

En conclusion:
+o0

P <x, y) = i/E Skﬁ:Az: e’-i7»x:l::éy dx
. k
(19) ex (¥, ¥) = /E st AF e ER g
+oo

Ta (x,) = / Y s TEAE MR @)

— o0
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2
- . Ry
(19" ~—zxp§=_‘3la<s§—ﬁ>+zx R

2

T:=<I—%>a’~—yM2.

Les inconnues du probléme, A¥, j=1,2,3 se déterminent des conditions
aux limites.

3. Conditions aux limites. — La condition d’adhérence nous fournit:

(20) #, (x,0) =—1 , x€fo, 1]
(21) #, (x,0)—wu_(x,0)=o0, Vx
(22) v, (x,0)=o0 , x€fo, 1]
(23) v, (#,0)—v(x,0) =0, Vx

On peut encore écrire deux autres conditions, imposées par I'état de tempé-
rature de la plaque. Ainsi, si la plaque est un conducteur thermique parfait,
nous avons:

(24) 14+ T, (x,00=0() , z€fo, 1]
(25) T, (x,0)—T_(x,0)=o0, V.
O (x) étant la température extérieure de la plaque (en variables sans dimen-

sions). Si la plaque est isolatrice, alors le flux de chaleur & travers celle—ci
sera nul, de sorte que:

o

= o, x €Jo, 1]

y=0

oT_

oT . I
I o

oy

=0, V.

0

Nous allons considérer le cas de la plaque a4 conductivité parfaite.
Utilisant la solution générale, les conditions (20)—(25) nous fournissent:

(20") 1A + 55 A + s3AF =F
o0
(26) fFO\)e—’Md?\:—I, x€fo, 1]
(21) s1(Af + AD) 4 52 (AF + A7) + 53 (AF + A7) =0
(22" VAT + AT +SAT =G '
+8

(27) J INGQ) e=** d\ =0, x € [o1],

— o0
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(23" AT —AD +SAF —AD) + SS(AF —A7) =0
400
(28) fH(k)e‘“‘"dk:—I—l—@(x), x€fo, 1]

(24 s T3 AT + 53 T?A?‘f =H Q)

(25) 52 T2 (AF + A7) + 53 Ts (A + Ay) =o.
De (20"), (22") et (24') on tire:

(29) Af =4, F+8G+yH
avec les notations:

S*alzszsg(szTg——.ng;) , 8*31=s253(T;—T§)

5* Y1=S59 53 (53 — ) *:sl Sg 53 (53 Th — s3 T;) — $9 53 (T;é — T;)
S oup=—Ns3Ty , 3 Ba=s15T5 , 3 va=—s3(s155—2)
8* o3 2)\2 S T; s 8* B3 :‘——‘5152’1‘; s 8* Y3 = Sa (Sl 52_‘7\2>.

Les équations (21') (23) et (25") s’écrivent:

(21") s1AT + 52 Ay + s3A5 =—F
(23" WAL+ s5A7 +s5AT =G
(25" se Ta Ay + 53 T3 Ay = —H.

La solution du dernier systéme s’obtient de (29) en substituant —F a F et
—H a H. Nous avons:

(30) A =— o, F43G—r; H.

En conclusion, les inconnues du probléme, A;, s’expriment a l'aide des
fonctions F, G, H, solutions des équations intégrales (26), (27) et (28). On
observe cependant que ces équations intégrales ne déterminent pas de fagon
unique les fonctions F, G et H. Pour assurer I'unicité de la solution il faut
écrire des conditions supplémentaires a I'extérieur de la plaque. Telles condi-
tions s’obtiennent de la continuité de la pression, du tourbillon et du flux
de chaleur. Nous imposons donc:

(31 [£]lo = p+ (x,0)—p_(x,0) =0, x€CJo,1]
(32) [%}OZ%L e (ag; =9 x€CJo, 1]
(33) [—gﬂoz aaT; FO__%:. =0 x€Clo,1].




26 Lincei — Rend. Sc. fis. mat. e nat. — Vol. XLVI — gennaio 1969 [26]

Utilisant la solution générale, on obtient:

+o0
(34) [l =2 | G* Ge= 0
+00
) . .
(35) 5], = — %fm (a0 F 4 v, H) e~ dn
;&—oo
(36) 5], =2 J H* He—i+ d)

8 G* = 515553 (T5 p5 — Ta p3)
NS H" = a5y 55 (55— s3) {5152 55 (52 + 53) —
— N (53 + 53 + 53) + A (1 — yM*a') }.

Les conditions (31)-(33) nous conduisent aux équations suivantes:

+oo 400

G1) (33)  [GrGed—o [r s a =0, xecho)
+o0 +00

(32" fz?\ocl Fe= dh = — | 4hy; He—*= da, x€CJo,1].

Les résultats (34)—(36) sont utiles pour le calcul de l'action hydrodynamique
sur la plaque et pour le calcul du flux de chaleur. Le probléme aux limites
se réduit, en essence, & la résolution des équations intégrales (26) et (32')
ou H est connue de la résolution d’un probléme de méme type. Dans le cas
de la plaque demi-infinie, les équations irtégrales se résolvent explicitement
a laide de la méthode Wiener-Hopf.



