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M eccanica. —  U  écoulement des fluides conducteursi visqueux et 
compressibles, en présence d'une plaqtte plane. N ota  di L a z a r  D ragos, 
p resen ta ta  n  dal Socio B. F in z i.

RIASSUNTO. —■ Il moto uniforme in presenza di un campo magnetico omogeneo ed 
allineato è perturbato  dalla presenza di una lam ina senza incidenza. Le equazioni del moto 
perturbato  e linearizzato sono integrate col metodo delle onde piane. Le condizioni al contorno 
si riducono ad un sistema di equazioni integrali.

1. Introduction. — L ’étude de l’écoulement des fluides visqueux et conduc­
teurs, en présence d ’une plaque plane sans incidence, a été abordée par 
Greenspan et C arrier [1]. U ne solution plus générale, valable aussi pour 
la plaque à incidence, est donnée dans [2] et dans [3] pour le cas d ’un arc 
quelconque. Dans tous les travaux  se référant à ce problème, on considère 
le fluide incompressible.

Dans cette note nous nous proposons d ’étudier l’écoulement du fluide 
compressible, en présence d ’une plaque plane. Nous adm ettons que le fluide 
satisfait à la loi des gaz parfaits et que la plaque est sans incidence. Nous 
supposons donc q u ’à l’infini, la vitesse et l’induction m agnétique sont p ara l­
lèles à la plaque.

2. Equations de mouvement. -  On utilise des variables sans dimensions, 
où V 0 la vitesse du fluide dans l ’écoulement non perturbé, B0 l ’induction 
m agnétique, p0 la densité et T 0 la tem pérature (les valeurs de l ’écoulement 
non perturbé) sont considérées comme unités pour les grandeurs correspon­
dantes. L a longueur L de la plaque est considérée comme unité de longueur. 
Le système de référence est choisi tel que son origine coincide avec le bord 
d ’attaque de la plaque, l ’axe Ox ait la direction de la plaque (la même que 
la direction de la vitesse et de l ’induction à l ’infini) et l ’axe Oy  soit perpendi­
culaire au plan de la plaque (donc dans le plan de l ’écoulement du fluide).

C ’est évident que l ’écoulem ent sera perm anent et plan.
Négligeant les puissances d ’ordre supérieur des perturbations, les équa­

tions de m ouvem ent s ’écrivent:

( 0 dx dy

(2)

(*) N ella seduta del 14 dicem bre 1968.
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(3 ) Ÿ \V y  — £1 d2 p <$p O / dbx dby
3 dy dx dy ■ \ dÿ~ ~~  I t e

(4 )
dbx ! dby

dy =  O

(S) ^  —  £2
dbx
dy ■ +  (sa 4 — 1) by =  0  ,

la dernière équation provenant de la loi d ’Ohm, où l ’on a négligé l ’effet 
Hall.

Dans l ’équation de l ’énergie les effets dissipatifs, électrom agnétiques et 
les effets de la viscosité sont petits, de l ’ordre deux relativem ent aux pertu r­
bations, de sorte que nous en allons faire abstraction. L ’équation de l ’énergie 
devient:

(6) P3T  +  (T- i) M 2 | -  =  o

et les équations des gaz parfaits:

(7) yM 2 p  =  p +  T .

C ’est préférable que l ’équation (6) soit remplacée par:

(6') P 3  p — -M 2 P 4  p =  o

résultée de (6) et (7).
Nous utilisons les rotations suivantes:

(8) p * =  e* ( Ä +  -gr) -  4  ’ ^ = 1  , 2 , 3 , 4

p --- I
, e 2 -

I I
> £3

I X
£ 1 --- R e  Po L V 0 R  m ap iL V o R^ • Pr  c p  p0 L V 0

S  —
Bo _  v !

, M 2 V o _  V o
» Y z

Cp
=  > £4 =  Y £3

Cv
0  ---

4P 0 Vq V * t R T „
2

a Q

V a  étan t la vitesse d ’Alfvén et ao la vitesse du son dans l ’écoulement non 
perturbé.

Pour les perturbations nous avons la condition suivante:

(9) Hm (vx , vy , bx , by , p , p  , T) =  o .
x 2-\-y2 —> 00

3. L'équation caractéristique. -  U tilisant la m éthode de [4] on déduit, 
écrivant la m atrice associée au système (i)-(s ) , (6'), que pour obtenir l ’équa­
tion satisfaite par la g randeur vx il faut déterm iner les polynômes U t-, solutions
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du système:

YUi +  P* U 3 +  U 5 =  o 

—  SYU3 +  X U 4 — £2 YU5 =  o 

(10) SX U 3 +  YU4 +  (£2 X —  1) U 5 =  o

X U i.—  y  s iX 2U 2 — -  £iX Y U 3 H- PI U e =-= o

XU2 -f YU3 +  M2 PjfU« =  o , Pf = e t  (X2 + Y 2) — X.

De la deuxièm e et troisième équations on élimine U4 et l’on obtient: U3 — Pf , 
U 5 =  — S (X2 +  Y2).

La prem ière équation nous fournit:

YUi =  — P* P2 +  S (X2 +  Y2) .

Des deux dernières équations (10) on élimine U ô et l’on obtient:

XY (p3 +  — £1XM*Pj) U2 =

=  -  Y2Pî (Pâ +  I  El XM2PÎ) - M 2 Pi X [P?P£ — S (X2 +  Y2)}.

L ’équation satisfaite par vx est représentée par le polynôme: X U i +  P ÏU 2. 
On obtient

(i i ') L  (X , Y) =  (X2 +  Y2) (JPÎ P j  — SX 2) P3 +

+  M2X P4 j -  ej. (X2 +  Y2) (P? P2 — SX2) +  Pt  [Pf P2 — S (X2 +  Y2)] j-

P ourM  =  o, de (11) on obtient l ’équation valable pour le fluide incompressible. 
On observe que:

P? P2 —  SX 2 =  Si s2 (X2 +  Y2 — 2 x_ X) (X2 +  Y2 —  2 x+ X)

4 £i e2 x± =  s4 +  £2 ±  Ì (£i +  £2)2 +  4 £i s2 (S — 1) •

Evidem m ent, si S >  1, résulte x_ <  o , x+ >  o et si S <  1 résulte x_ >  o
et x+ >  o. P ar conséquent, pour le fluide incompressible l’opérateur L  se dé­
compose en un produit de trois opérateurs d ’crdre IL  C ’est sur cette obser­
vation q u ’est basée la solution de [2].

Dans le cas du fluide parfaitem ent conducteur P j =  —  X.
On vérifie de façon analogue que bx aussi (tout comme vy , by , p , p  , T) 

satisfait à la même équation (11).
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4. Représentation de la solution. -  Pour l ’équation ( i l )  on cherche des 
solutions de la forme exp (— ik x  + jy ) .  On obtient l ’équation (de dispersion) 
suivante:

(12) L  (—  ik  , s) =  a  (s2 —  X2)4 — ikb (s2 —  X2)3 — X2 c {s2 —  X2)2 

— il? d  {s2 — X2) +  3 M 2 il?  =  0
où:

a =  3 £i e2 s3 d- 4M  s2 s4 ik  =  ai -f- «2 zX

b =  3 (£i +  £a) £3 +  3 £i £2 +  3M 2 S si £4 —
—  M 2 £1 (7 £2 £4 +  4 £1 £4 +  4 £i £2) ik =  bi +  ^2 ik

(12')
r =  3 (£i +  £2) +  3 £3 (S —  1) —  3 M2 S (£1 +  £4) -f-

+  M 2 (7 Si S2 +  7 £1 £4 ~  St £4 S + .3  £2 S4 +  4 4 ) ik =  Cl +  02 ik

d =  3 (S —  1) —  3M 2 S +  M2 (7£i —  £1 S + 3  £2 -f  334) ik  =  d\ + d.2ik.

L ’équation (12) relative à l ’inconnue (j2 ~  X2) a, en général, quatre racines 
distinctes complexes rk (£■= i , 2 , 3 ,4 ). L ’on note:

( ï 3) •ù =  — i l ?  +  rk , k =  i , 2 , 3 , 4 .

En général sh a des parties réelles différentes de zéro. En cas contraire .s*2 +  X2 
serait une racine commune aux équations:

*i-(j2 +: X2)3 ~ X 2 £2 (^2 +  X2)2 — X2 Cl (j2 +  X2) — X4 dz =  o 

^2 O2 +  X2)4 +  bi (s2 +  X2)3 — X2 2̂ (*2 +  X2)2 ■+ \ 2d i O2 +  X2) +  3 M2 X4 =  o .

D éveloppant le déterm inant de Sylvester associé à ces équations, on obtient

D (X) =  X10 Dio +  X12Di2

Dio =  ai (d\ d% — 3 M 2 ci) (a\ d l  +  ai bi ci di +  b\ c\) .

C ’e§t évident que D(X) ne peut pas être identiquem ent nul.
C om pte-tenu de (9) on déduit la solution suivante:

+00

v t  (x , y) =  ±J %  sk A t  (X) dx
—  OO .

+  OO

b t Qc ,y )  =  ± j  2  X  (X) e~ax±v  dX
—  OO .

(I4) +<*,

b f  (x , y) =  I  ■ 2  «X B t  e~ilx± 'hy d X
—  OO 

+  OO

v f { x , y ) — j 2  l’-v ILk c ,x'v±'< ’’ dX
J  k
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by étan t obtenue de (4) et vy de (5). Le signe supérieur indique la solution 
valable dans le dem i-plan supérieur (y  > 0 )  et le signe inférieur la solution 
valable dans le dem i-plan inférieur (y  <  o).

De (1) on déterm ine p et de (2) p. La vérification de l’équation (3) <D 
implique:

( f S) A f  =  ïA<ùk B t , k =  i , 2 , 3 , 4

avec les notations:

skPuti>£ =  — Pl^ ^2k A -S ( s i ^2)

=  sy —  x2) +  /X , j , k =  i ,  2 , 3 , 4 .

Finalem ent nous avons:
4-00

P± G , y )  f  Qi B/t er»'* ± ^  dx
J k

• —00 

4-00

(16) ^ G = ± j  Ç  J* ^  B/t ± ^ d x
—  00

4-00

T* (x:, ÿ) =  ±  f  2  J* 3, B f dX
—  OO

OÙ

t*k Sk P]_£ =  (sk L) (F ik P24 A SX2)

(16O ï k s \ M 2 P u P4A  =  P3l 4 - A 2) (P l;, P 2, +  SX2)

sk Pi^ P4/1A =  (y 0  ^ ) (P ik P2k A  sx2)

En déduisant l ’expression de $k nous avons tenu compte de (12).
Les fonctions B f  se déterm inent des conditions aux limites.

(1) Pour obtenir ce résultat on tient compte que la relation:

a± eHy +  +  az es*y +  a ^ y ^  o
pour tout y ,  im plique, dans l ’hypothèse que ak sont indépendantes de y  et sk distinctes, 
ai =  a% =  <23 = .#4 =  o. En effet, nous avons:

(*)■ «1 +  «2 +  a3 + a4 = o
et en dérivant par rapport à y  :

G  — s{) a2 +  0 3 —j,) Æs y +  (s4 — Ji) a4 e^~ ŝ  s  o .

D érivant encore une fois par rapport à y ,  on obtient:

0*3 ‘*‘2) 0*3 «*l) às +  A  —■ 2̂) 0*4--- **l) A 4 y == Ö
relation qui implique ad =  a4 =  o. De (■*) résulte av =  a2 =  o.
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5. Conditions aux limites. -  La condition d ’adhérence du fluide à la 
plaque nous fournit:

(17) I +  v t  {.X , 0) =  O , # 6 [O , I ]

(18) v t  (x , 0) — v~ ( x , 0) =  0 , \fx

(19) Vy (x , 0) =  0 , x  e [0 , 1]

(20) v'y (x , 0) —  Vy ( x , 0) =  0 ,  V-ï

et la condition de continuité de la composante tangentielle 
l ’induction:

et normale de

(21) b t (x ,0 )  —  bx (x , 0) =  0 , \/x

(22) by (x , 0) — b t (x , °) =  °  , \/x  .

D ’autres conditions s ’obtiennent en fonction de l ’état et des 
miques de la plaque. Ainsi, par exemple, si la plaque est 
therm ique parfait, nous avons:

propriétés ther- 
un conducteur

(23) 1 +  T + (x , 0) =  0  (x) , x  e [0,1]

(24) T + ( x , 0) —  T~ ( x , 0) — 0 , \fx

0  (x) é tan t la tem pérature sans dimensions de la plaque, fournie de l’exté­
rieur.

U tilisan t la solution générale on obtient:

(17') S  sk co^B/ =  Fi
+ OO
r

(25) 1 ih Fl (X) e~iXx dX =  —  i , x  e [o , i ]

(18')

-OO

2  sk +  Bæ ) =  0

(190 2 P 2,B ,+ =  F2
+00/•

(26) / F2 (X) e~iXx dX =  0 , ^  e [0 , i ]

(20')
— 00

S P2, (B*+ —  B D  =  0

(21') S  ^  (B f +  BF) =  0

(22') S  (B t  — B D  =  0

(23') S ^  +  B /  =  F 3
+ 00 r

(2 7) / F3 (X) e~iXx dX =  ■—  i +  0  (x) , ^  e [0 , i ]

(24')

—00
s jd + b /  +  b d  =  o .
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Nous notons:
J l « l ^2 ^3 w 3

P21 P22 P 23

r i  3r ^2 ^2 ^3 ^3

et par A# le com plément algébrique normé (divisé par 8) de l’élém ent 8#, 
ligne i,  colonne y. Nous notons aussi par Ay le déterm inant norm é obtenu 
de 8 en substituan t à la colonne j  la colonne formée avec les éléments
(6*4 CO4 , P24 j 4̂ $4)-

U tilisant la règle de Cram er, de (17'), (19') et (23') on obtient:

(28) B / =  2  A,y F ;  A -B ^ , j  =  1 , 2 , 3 -
* -1 ,2 ,3

C om pte-tenu de (17'), (19') et (23') les relations (i8 ') , (20') et (24/) 
deviennent:

(18") X;sà<ùkBT =  —  Fl

(20") S P 2, B r  =  F2

(24") z ^ B r  =  — f 3 .

L a solution du système (18"), (20"), (24") s ’obtient de (28) en substituan t 
— Fi à Fi et — F3 à F3. Nous avons donc:

(29) B;- == — AXy Fi +  A2y F2 —  A3y F3 —  Ay B4 , s =  1 , 2 , 3.

De (28) et (29) on tire B y"+  B /  et B /  —  B /  et ensuite de (21') et (22'):

-Q+ I 13— 2F2^j Sj A2j -Q+ -Q— 2 Fl SAiy 4- 2 F3 SA3/
(30) B4 +  B4 - .S Sj Ay — s4 ’ B* —  B4 =    S 4 —  I----------

Les formules (28), (29) et (30) déterm inent les inconnues B ^ à l ’aide de 
F i ,  F2 , F3 , solutions des équations intégrales (25), (26) et (27).

U tilisan t la solution générale et les résultats obtenus, on tire:

(31)

+00

p + (x , o) — p - ( x ,  o) =  2 / F2 F2 e~iXx dX

(32)

y* _ (S Sj §y A2y) (S Sj Ay ■— S4) — (£ Sj A2y) (S jy §?y Ay — a4 $4)

4 4 _  
v=o 3y

S Sj Ay — A4
+ 00

=  2 I i \  (F r Fi +  FJ F 3) e~iXx dX
7=0

(33)

F* — 2 Sj coy Ajj —  (2 Sj xùj Ay — s\ 6)4) SAy— I
+ 00

9T+
cy

dT~

7 —0 dy 7 = 0
f  ( F r  Fl +  Fs* Fs) e~iXx dX

F r  =  2  s) 3y A;y -  (S ^  3y Ay -  s \ ^ SA ij
S A y  •—  I 1 =  i , 3 '
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Ces formules sont utiles pour le calcul de l ’action hydrodynam ique sur la 
plaque. Les équations intégrales (25), (26) et (27) ne déterm inent pas de façon 
unique les fonctions Fi , F2 , F s . Des conditions supplém entaires sont néces­
saires à l ’extérieur de la plaque. Ces conditions s ’obtiennent si l ’on impose 
la continuité de la pression, du tourbillon et du flux de chaleur.

En conclusion, nous avons:
+ OO

(31') j  F Î F2 e~ax d \  =  o , x  e C  [ 0 , 1 ]
—  OO

+ 00

(32') j  i-k (F r Fi +  F3 Fs) e - iU dX =  o , *  e C [o , 1 ]
— OO 

4-00

(33') J ( F r  Fi 4  F r  Fs) e~ikx dX =  o , * e C [o , 1 ] .
—  OO

Ces conditions ainsi que (25), (26) et (27) déterm inent ensemble les fonctions
Fi , F2 , F 3 .
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