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Meccanica. — L’écoulement des fluides conducteurs, visqueux et
compressibles, en présence d'une plague plane. Nota di Lazar Dracos,
presentata © dal Socio B. Finzr.

RIASSUNTO. — Il moto uniforme in presenza di un campo magnetico omogeneo ed
allineato ¢ perturbato dalla presenza di una lamina senza incidenza. Le equazioni del moto
perturbato e linearizzato sono integrate col metodo delle onde piane. Le condizioni al contorno
si riducono ad un sistema di equazioni integrali.

1. Introduction. — 1.’étude de I’écoulement des fluides visqueux et conduc-
teurs, en présence d'une plaque plane sans incidence, a été abordée par
Greenspan et Carrier [1]. Une solution plus générale, valable aussi pour
la plaque a incidence, est donnée dans [2] et dans [3] pour le cas d’un arc
quelconque. Dans tous les travaux se référant & ce probléme, on considere
le fluide incompressible.

Dans cette note nous nous proposons d’étudier 1’écoulement du fluide
compressible, en présence d'une plaque plane. Nous admettons que le fluide
satisfait & la loi des gaz parfaits et que la plaque est sans incidence. Nous
supposons donc qu’a l'infini, la vitesse et I'induction magnétique sont paral-
leles a la plaque.

2. Equations de mouvement. — On utilise des variables sans dimensions,
ou Vp la vitesse du fluide dans I’écoulement non perturbé, By l'induction
magnétique, p, la densité et To la température (les valeurs de 1’écoulement
non perturbé) sont considérées comme unités pour les grandeurs correspon-
dantes. La longueur L de la plaque est considérée comme unité de longueur.
Le systeme de référence est choisi tel que son origine coincide avec le bord
d’attaque de la plaque, 'axe Ox ait la direction de la plaque (la méme que
la direction de la vitesse et de I'induction & I'infini) et 'axe Oy soit perpendi-
culaire au plan de la plaque (donc dans le plan de I’écoulement du fluide).

C’est évident que I'écoulement sera permanent et plan.

Négligeant les puissances d’ordre supérieur des perturbations, les équa-
tions de mouvement s’écrivent:

ap 32/ , o
(1) + == —3;’ =0
g1 2p op
(2) Pio,——~ 5 — 5 =0

(*) Nella seduta del 14 dicembre 1968.

37. — RENDICONTT 1968, Vol. XLV, fasc. 6.
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la derniére équation provenant de la loi d’Ohm, ol l'on a négligé l'effet

Hall.

Dans 'équation de ’énergie les effets dissipatifs, électromagnétiques et
les effets de la viscosité sont petits, de I'ordre deux relativement aux pertur-
bations, de sorte que nous en allons faire abstraction. L’équation de ’énergie

devient:

6) PsT + (y —)M2 £ =0

et les équations des gaz parfaits:

) YM2p =+ T.

C’est préférable que I’équation (6) soit remplacée par:

6" Psp —M2Psp=o0

résultée de (6) et (7).
Nous utilisons les rotations suivantes:

2 . e
®) Pk:sﬁ(“ax_z'""?ﬁ)_
=L & 1 I
L7 Re gLV, ' 27 Rm oulVo °’
oWV w W
T weVE VE ' 4RT, &
HRo Vo 0. Yilo 2

ox
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€8 = Re - Pr

1

’

A=1,2,3,4
%

¢ppo LV,

€4 = Y3

Va étant la vitesse d’Alfvén et ag la vitesse du son dans I’écoulement non

perturbé.

Pour les perturbations nous avons la condition suivante:

(9) lim (vx,vy,éx,by,P,P)T>:O'

22492 — oo

3. L'équation caractéristique. — Utilisant la méthode de [4] on déduit,
écrivant la matrice associée au systeme (1)—(5), (6"), que pour obtenir I’équa-
tion satisfaite par la grandeur v, il faut déterminer les polyndémes U;, solutions
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du systéme:
YU; 4+ PfU3s +Us = o
—SYU3 4+ XUy — e YUs =0
(10) SXUs 4 YUs+ (2 X —1)Us =0
XU — % e X2Us — % e1XYUs + P§Us = o
XUz +YUs +M2PjUg=0 , Pi=r¢, (X2+Y2)—X.
De la deuxiéme et troisiéme équations on élimine Uy et 'on obtient: Us = P§,

Us = — S (X2 4 Y2).

La premiére équation nous fournit:
YUy = — Py P; + S (X* 4+ Y?).
Des deux derniéres équations (10) on élimine Us et I’'on obtient:
XY (B} + = & XM2P}) Us —
= V?P} (P;; +— o XM2P§> —M?P} X {PF P} —S (X2 + V).

L’équation satisfaite par o, est représentée par le polynéme: XU; -+ PfUs.
On obtient

) El
(11) L(g’@%{r:O
(11" L(X,Y)=(X*+ Y (P; P; —SX* P; +
+MPX P} e (X V%) (P P} — SX*) + P} [P{ P} — S X2+ Y31l

Pour M = 0, de (11) on obtient ’équation valable pour le fluide incompressible.
On observe que:

PIP;—SX? =g ey (P +Y? — 2% X) (X24+ V2I— 2%, X)

4e16%y =+ + (e + )2+ 48,6 (S—1).

Evidemment, si S > 1, résulte x_ < 0, n.>0 et si S < 1 résulte x_ >0
et x, > 0. Par conséquent, pour le fluide incompressible 'opérateur L se dé-
compose en un produit de trois opérateurs d’crdre II. C’est sur cette obser-
Vatiop qu’est basée la solution de [2].

Dans le cas du fluide parfaitement conducteur Py = — X.

On vérifie de fagon analogue que &, aussi (tout comme v,,4,,¢,2,T)
satisfait & la méme équation (11).
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4. Représentation de la solution. — Pour Péquation (11) on cherche des
solutions de la forme exp (— ZAx 4 sy). On obtient 'équation (de dispersion)
suivante:

(12) L(—idx,s) = a(s2— M) —inb (s2— 23 — 22 ¢ (s — 22)2
— i3 d(s2—) + 3M25 =0

a:—36182&;+4M28f52s4z'7\:a1—|~azz'7\
b=3(1+¢e)e3+ 382+ 3M2Segeq —
—M?¢; (o284 + 4e180+ 4e182) 2h = by - bain
¢ =31 +e)+3e(S—1)—3M2S (&1 + &1) +
+M2(7e18+ 7erea—e1e4 S+ 3 e+ 457) ik =1 + caih
d=30—1)—3M2S 4~M2 (781 —e1S+3ea-+3¢eq) th =0y -+ daih.

(12)

A

L’équation (12) relative & I'inconnue (s2— 22) a, en général, quatre racines
distinctes complexes 7, (£ =1,2,3,4). L’on note:

<I3> ‘yk:—V?‘z_.I—?’k? é:Ia2;3,4'

En général s; a des parties réelles différentes de zéro. En cas contraire s2 - 32
serait une racine commune aux équations:

A (s2 2B 026 (2 + M2 — 221 (2 4+ 1) — M e = o
@ (2 F OB b bi (s NP — Ry (2 W2+ 224 (52 4 22+ 3M202 =0,
Développant le déterminant de Sylvester associé & ces équations, on obtient
D () =2"Dio+ A"Dy2 + - - -
Dio = a1 (di do — 3M2 (@ di+ abiad+ 6.

C’est évident que D(X) ne peut pas étre identiquement nul. -
Compte-tenu de (9) on déduit la solution suivante:

+o00
vE(x,y) =+ / ; sp AF () e M ER 4y

+ o0
b,y =+ ] 2o BEG) e E
%
(14) o0
b (x,y) = /'Ei?\BEC e TEE ),
J &
;;-oo

vy (% ,9) = / ; Poy BE o E%7 da

—00
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6, étant obtenue de (4) et v, de (5). Le signe supérieur. indique la solution
valable dans le demi-plan supérieur (y > 0) et le signe inférieur la.solution
valable dans le demi-plan inférieur (y < 0).

De (1) on détermine ¢ et de (2) p. La vérification de I'équation (3) ®
implique:

(13) Af = snw, BE, E=1,2,3,4
avec les notations:

) sZPlkwéz—Plkngq'—.S (52%7\2)
(s Py = & (ss— D) + 4, J E=1,2,3,4.

Finalement nous avons:

“+oo
J 7
-+o00
(16) @, ) Zi/ 2 5, 8, BE e a7 g,
%

(9]

+
T (x,y) = i]' ; 5, 8, BE o E % g

insi Py, Qp = (st — 2% (Py; Py, + S13)
(16" iAsiM? Py, Py 8, = Py, (si —27) (Pr; Py + SK)
SEPM Py, = (y—1) (52—7\2> (P12 Pay 7'—{57\2)

En déduisant P'expression de 8, nous avons ténu compte de (12).
Les fonctions BE se déterminent des conditions aux limites.

! . . i . I
(1) Pour obtenir ce résultat on tient compte que la relation:
are™? + ay e’ 4 age’? 4 a e =o

pour tout y, implique, dans I’hypothése que @ sont indépendantes de y et s; distinctes,
a1 = a2 = a3 =.a4 = 0. En effet, nous avons:

*) a @ TN gy T g Sy
et'en dérivant par rapport a y: ,
(sa—s1) @2 + (55— 51) @3 97D | (54— 1) 2a 9D =0,
Dérivant encore une fois par rapport & y, on obtient:
(53— 52) (S3—— 1) @3 + (54— $3) (54— s1) @ Y = o

relation qui implique @3 = @4 = 0. De (¥) résulte @y = @5 = O,
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5. Conditions awux limites. — La condition d’adhérence du fluide & la
plaque nous fournit:
(17) 1+of (x,00)=0 , x€fo,1]
(18) v (x,0) —v; (x,0) =0, Vx
(19) v (x,0)=o0 , x€fo,1]
(20) v (x,0)—v, (x,0)=o0, Vx

et la condition de continuité de la composante tangentielle et normale de
I'induction:

(21) bf(x,0)—b;(x,0) =0, Vx
(22) bf (x,0)— & (x,0)=o0, Vx.

D’autres conditions s’obtiennent en fonction de I'état et des propriétés ther-
miques de la plaque. Ainsi, par exemple, si la plaque est un conducteur
thermique parfait, nous avons:

(23) 1+ T+x,0) =0 , x€fo,1]
(24) T+(x,0)—T (x,0) =o0, Vx

O (x) étant la température sans dimensions de la plaque, fournie de l'exté-
rieur.
Utilisant la solution générale on obtient:

(17’) Z Sz (,Osz_ = F]_
+00 ;
(25) fz?\Fl(k) A= —1, x €0, 1]
(18" Esp0, (B + Bp)=o0
(19" TPy Bi =Fe
+00
(26) / Fa()) e ™ dr=o), x€fo, 1]
(20" 2Py, (Bif —B;)=o0
(217) Y5 (Bf +Bi)=o0
(22" S (Bf —B;)=o
(23" Y59, Bf =F;
+00
(27) j Fs() e™dh=—14+0(%), =xe€o,1]

(24" 253, (Bf +By)=o.
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Nous notons:

S1 0 Sg g S3 g
d=1| Pa Pas Pos
31‘31 So 32 S3 33

et par A; le complément algébrique normé (divisé par §) de I’élément 3,;,
ligne Z, colonne ;7. Nous notons aussi par A; le déterminant normé obtenu
de d en substituant a la colonne ;7 la colonne formée avec les éléments
(54 ©g, Pag, 54 34).

Utilisant la régle de Cramer, de (17), (19") et (23") on obtient:
(28) Bf = ¥ A;F,—A; By, j=1,2,3.

i=1,2,3

Compte—tenu de (17'), (19") et (23) les relations (18"), (20") et (24')

deviennent:

(18 S s,0,B7 = — Fy
(20") 3 Py, By = B
(24”) Z Sk akB; —_ F3 .

La solution du systéme (18"'), (20'"), (24"') s’obtient de (28) en substituant
—F1a F1 et —F3 a F3. Nous avons donc:

(29) Bim = —Ay; F1 + Ay; Fa— Ag; Fs— A, By, s=1,2,3.
De (28) et (29) on tire B} 4 B; et Bj — B; et ensuite de (21') et (22'):

G0 B 4B = Jludy

2F1 ZAlj—l— 2F3 EAgj .
Z‘S:,‘Aj—nm

ZA—1

Les formules (28), (29) et (30) déterminent les inconnues BF 4 I'aide de
F1, Fz2, F3, solutions des équations intégrales (23), (26) et (27).
Utilisant la solution générale et les résultats obtenus, on tire:

+o0
(31) P00 =2 [ FRe ™ a
Fre (E98h8e)) BgN—s1) — (B5Asj) (58 A — 5480)
2 50— sa
+00
f e P * —ikx
(32) = == — 2 o\ (FfFy 4 FiFs) e d
Y |y=0 Y |y=0 :
F, = Ssie; Ay — (Zs?cojAj——sZcoz;) Efi_lj_?
J
+00
oTt oT— ( e
(33) L3R I :z/ (FY* Fy 4 F* Fy) o™ d
<y y=0 <y y=0 .

F* = 2380, — B39, — o 80) 5t

‘—Aj-'_—l 121,3.
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Ces formules sont utiles pour le calcul de P’action hydrodynamique sur la
plaque. Les équations intégrales (25), (26) et (27) ne déterminent pas de facon
unique les fonctions Fi, Fa, F3. Des conditions supplémentaires sont néces-
saires a l'extérieur de la plaque. Ces conditions s’obtiennent si I'on impose
la continuité de la pression, du tourbillon et du flux de chaleur.

En conclusion, nous avons:

+ 00

(317 [F;Fz M=o, x€C o, 1]
-I_-oo

(32") / AFIR+FF)e™di=0, x€Clo,1]
+o00

(337 / Fi'FL+Fy Fo) e ™di=0, x€Clo,1].

Ces conditions ainsi que (25), (26) et (27) déterminent ensemble les fonctions
Fi, Fe, Fs.
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