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Geometria differenziale. — Configurazioni associate ad una 
calotta superficiale del quarto ordine m uno spazio proiettivo tridimen
sionale. Nota (*} del Socio E n r ic o  B om piani.

Sum m ary . — New canonical forms and new projective reference systems associated 
w ith a fourth order surface cap of the ordinary space.

I. -  Introduzione.

In  una M em oria del 1880 (D G. D arboux dette le prim e nozioni relative 
ad intorni di ordine superiore al secondo di un punto regolare (cioè con piano 
tangente determ inato) di una superficie <2> dell’ordinario spazio proiettivo 
(tangenti, polarità, quadriche di D arboux).

Albinizio di questo secolo, col fiorire di due indirizzi diversi (E. J. Wilc- 
zynski, 1907; G. Fubini, 1916) di geom etria proiettivo-differenziale (G.P.D.) 
delle superficie <3> furono trovate per vie diverse (alcune geom etriche altre 
analitiche) num erose rette associate intrinsecam ente ad una calotta pas
santi per il suo centro e non giacenti nel piano ivi tangente che ora vengono 
genericam ente indicate col nome di normali proiettive <4> (di Fubini, di Wilc- 
zynski, di Green, di D arboux-Segre o di Cech, di Bompiani, ß -  e y -  di 
Sullivan).

Il D arboux si servì di sviluppi locali e trovò per la rappresentazione 
di <j2 due form e canoniche', pu r non avendolo esplicitam ente rilevato, poiché 
ogni forma canonica implica la determ inazione intrinseca di un riferim ento

(*) Presentata nella seduta del 14 dicembre 1968.
(1) G. Darboux , Su r le contact des courbes et des surfaces, « Bulletin des Sciences 

M athém atiques», s. II, t. IV, 1880, première partie, pp. 348-384.
(2) Invece di intorno (di punti infinitamente vicini ad uno dato sopra una superficie) 

conviene parlare di calotta. Questa (fi (l’indice 2 sta ad indicare che ci si riferisce a superficie) 
è un elemento dell’insieme quoziente, rispetto alla nozione di contatto d ’ordine r, della totalità 
delle superficie passanti regolarm ente (cioè con piano tangente ben individuato) per un punto 
centro della calotta. Si veda per esempio la mia Nota: Calotte superficiali del quinto ordine 
nello spazio proiettivo tridimensionale, « R ivista Matern. U niv. di Parm a », (2) 7 (1968) pp. 1-13.

(3) Si vedano sull’argomento i seguenti trattati: G. R u b in i e E. Ce c h , Geometria proiet
tiva differenziale , N. Zanichelli Editore; t. I (1926), t. II (1927);

G. F u b in i e E. C ech , Introduction à la Geometrie Projective Différentielle des Surfaces, 
G authier-V illars et G. Editeurs, Paris 1931.

G. B o l, Projektive Differentialgeometrie, Vandenhoec & R uprecht in Göttingen; i 
Teil 1950, 2 Teil 1954, 3 Teil 1967. U n’am pia bibliografia sull’argom ento si trova nella In tro 
duction di Fubini e Cech e nella prim a e terza parte del tra tta to  del Boi.

(4) Si veda particolarm ente la II parte del tra tta to  del Boi (§ 82, pp. 34-42) ove sono 
elencate (a p. 35) in quest’ordine.
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proiettivo (con uno spigolo del tetraedro per il centro di <72 e 6  al piano 
tangente), egli aveva già determ inato due norm ali proiettive.

R iprendo il metodo di D arboux per esporre altre configurazioni in trin 
secamente associate ad una c-! (ed altre forme canoniche).

2. -  A lcun i richiam i. Forme canoniche d i D arboux.

U na calotta <72, di centro O, a tangenti asintotiche reali e distinte (iper
bolica) nessuna delle quali quadripunta può sempre rappresentarsi, in infiniti 
riferim enti, nella forma

(2.1) z — x y  +  x 3 +  y 3 +  [4 ]

che viene conservata per qualsiasi trasform azione del tipo

(2-2) *  =  f  Z  D ’ y  =  > * =  7 z r u  ’ D =  Px ' +  qy' +  rz'.

U na 02 ; in uno dei riferim enti precedenti relativi alla sua <72,

(2.3) z  =  x y  +  X3 +  y 3 +  94 (x  , y)  +  [5]

si trasform a, per la (2.2), in

(2.4) z ';=  x ' y F +  U 3 +  / 3 +  0 4 ( x ' , ÿ )  +  [5]

ove

(2.5) 94 (x  , y )  == a4 x 4 +  4 a31 x 3 y  +  6 a22 x 2 y 2 +  4 a13 ;ry3 +  a04 j '4 

e

(2.6) 0 4 ( x \  y ')  == p x ' 4 —  2 q x '3 y '  +  (r +  fiq) x ' 2 ÿ 2 ■—■

— 2 p x 1 y ' 3 +  qy ' 4 +  94 (x r, y r) 

cioè, indicando con apici i coefficienti di O4 (x r, y ’)\

-4 o =  P +  ^40 . 4 #31 =  —  2 q 4- 4 a%i
(2.7) , , 6 <222 — r  -f- pq  -f- 6^22.

^04 — q <̂04 4 1̂3 =  ' 2 p  4“ 4 1̂3

L a determ inazione di un riferim ento £R dipende da quella di p  , q , r  
cioè da tre relazioni indipendenti fra i coefficienti di O4 (x '} y r).

E chiaro che può sempre farsi <231 — d\3 =  a'22 =  o; e se già nel riferi
m ento iniziale cR1 è

(I) <231 — <3:13 =  =  o

queste condizioni si m antengono per p  =  q =  r  — o, cioè è ind ividuata la 
forma

9* (p° ■> y ).'=  <zx4 +  by4
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e con essa il riferim ento £Rr e gli invarianti a , b. La re tta  di Si1 per O non 
contenuta nel piano ivi tangente s ’indicherà con N 1 {normale proiettiva  N1). 

Si possono invece im porre le condizioni

(II) <2̂0 ^04 2̂2 == G

e se si parte  dalla 9* come forma di riferim ento ciò avviene per p  =  — a, 
Ç — —  r  =  .—  ab. Queste relazioni individuano la forma

(x '> y ')  =  2 (&r'2 +  a y '2)

e il riferim ento cR al quale si passa da cR1 con le relazioni (in coordinate 
omogenee)

(2.8) px =  x ' +  bzf , p y= y '. +  az' , ps =  i?' , p/ =  t ’ +  a x ’ +  byf +  abzf. 

Le forme 9* (x , y )  e 9*1 (x f, y ’) si trovano già in D arboux (1. c.).

3. -  Precisazioni geometriche.

Vogliamo ora aggiungere qualche precisazione di carattere geometrico.
Le calotte dell’ordinario spazio proiettivo sono oo17 : poiché si hanno 

due soli invarianti proiettivi a , b quell’insieme oo17 rispetto all’equivalenza 
proiettiva da luogo a soli oo2 elementi (dell’insieme quoziente). Questi si 
possono in terpretare come punti (b , a , 1 , ab) della quadrica Q : Xy  =  z t  da 
cui siano tolte le tangenti asintotiche (per le quali z  =  o); o come trasform a
zioni proiettive del gruppo G2, rappresentato  dalle (2.8), Queste lasciano 
invaria ta  la quadrica Q, il centro O della calotta e le singole rette ivi tangenti 
alla quadrica subordinando sulle generatrici per O pro iettiv ità paraboliche 
(determ inate da a , b) con punto doppio in O.

Precisiam o geom etricam ente le relazioni fra i riferim enti a 1 (relativo 
a 94) e oJtn (relativo a 941).

L a norm ale proiettiva N 11 (per O m a non appartenente al piano tangente) 
di oïl , cioè x ' =  y r =  o ha in le equazioni x  =  bz , y  =  az\ essa quindi 
contiene il punto rappresentativo della calotta su Q; o anche N n è la tra 
sform ata di N per la proietti vità di G2 definita da a e b (e il punto rapp re
sentativo di g\ su  Q è il trasform ato del punto im proprio, x  =  y  =  t  =  o, 
di N ). Il piano tangente a Q nel punto rappresentativo della calotta è il piano 
im proprio { f  =  o ossia t  =  ax  +  by +  abz) di gR11.

Il pRmto un ità  di gRh è nell’intersezione =f= O della re tta  rappresentata 
(in gR ) da x  — {b +  1) z  , y  — {a +  ï) z  con la quadrica Q. U na generatrice di 
questa rappresenta le oo1 calotte per cui uno degli invarianti ha lo stesso 
valore.

Le calotte per le quali è costante il rapporto degli invarian ti si rappresen
tano su una conica di Q appartenente ad un piano per N 1: questo piano passa 
per il punto un ità  di gR1 se gli invarianti sono uguali.

Sono così chiariti i rapporti geometrici fra £RX e gR11.
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4. -  U n’altra forma canonica.

Im poniam o le condizioni

(III)  Ä40 =  ^04== A , 3̂1 — <̂13 =  B , CZ22 — o.

A norm a delle (2.7) (per a^o =  a , a04 =  b y a22 =  asi =  aì3 =  o) si ha

(4.1) p  =  =  , r  =  ( ± - p f i  , , 2B  ,= A z A

la forma canonica

9^n (a;', y ')  =  A  (U 4 +  y 4) +  4 B U  y ' (pc'2 — y ' 2)

e la trasform azione che porta da St1 a eli111 (riferimento relativo alle III)

(4.2) px =  x ' fi- 2 Bz' , py =  ÿ  ---- 2 B /  , pZ =  Zrt

pt =  t r — 2 B {pc' — y ')  —  4 B2 z ' .

La norm ale proiettiva N m ( U = y = o )  ha in cft1 le equazioni x = — y ~ 2  Bz 
e al variare di B descrive un fascio nel piano x  fi-y  =  O (che contiene N 1). 
Il punto un ità  di 3lni sta sulla re tta  x  =  (1 fi- 2 B) z , y  =  (1 — 2 B) z  e 
sulla quadrica Q. Il gruppo Gì (4.2) lascia fissi Q , O e ogni piano del fascio 
che ha per asse la re tta  x  fi- y  — z =  o. Uno qualsiasi di questi piani sega 
Q in una conica i cui punti rappresentano <s\ con la stessa differenza di 
invarianti; il piano N 1 N m (x  +  y  =  o) dà le g | ad invarianti uguali. 

Analoghe alle (III) sono le condizioni

( I V )  Æ40 —  (Zq 4 , <231 —  ^13 , tZ22 —  O

per le quali
, a 4- bP ~  q — — —2— » r =  — pq

9 ÎV (*'» ÿ )  =  (V4 —  ÿ * )  +  (a +  b) x' ÿ  (xr* +  /*).

La norm ale proiettiva N IV è x = y =  z  e dipende dalla sola somma
degli invarianti.

5. -  F o r m e  c a n o n ic h e  d i p e n d e n t i  d a  u n  p a r a m e t r o .

Le condizioni finora esam inate (I, II, II I , IV) possono estendersi ponendo 
condizioni dipendenti da un param etro.

Cominciamo dalle condizioni

(V) <2(34 — ^ 4 0  > ^13 =  ^ 3 1  ? &22 — Q

sempre partendo dalla forma <?\(x ,'y).
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Si trova per X 4 - 1

b — \ap
à — i

b — \a

v h  (x y') = tì— - L '4 + ̂ y4} —  2 f'
r  =  — ^

* ' y  (*'2 +  xy*).

Il luogo delle norm ali proiettive (così indicando la norm ale relativa al 
valore di X e alla form a <pv) è il cono (di vertice O)

y 2 —  x 1 =  (<27 — &r) ^

e il luogo del p u n to -un ità  è una quartica razionale (con punto doppio per 
X =  i  1).

Per X =  b/a , X =  a\b si hanno rispettivam ente le forme 9* , 9*1 di Darboux. 
Per X =  o si ha 9 ^  ~ x ' 3 {ax’ +  2 by')\ per X =  00 , ==y 3 (2 a x ’ +  by ').
Passiamo alle condizioni

(VI) <204 X<2|

Si ha

p — —  X

'40

\a — b 
X2 +  1

<2i3 — ----X<2231

X« — b 
X2 +  i

<222 — o.

— pq

„ V I  /  / / \  <2, fi- X* { * '4 +  x y 4} ■ 'ha — b 
X2 +  i

r /y  { ^ '2 —  X y2} .

Per \~bfa  e X = —  <2/̂  si riottengono le forme 9* , 9*1 e per X — o e X =  00
le forme ? ^ 0 , y  ̂ .

Per X — ajb si ha la forma

2 ab

e per X

a* +  £

- b\a

a* — b2 
a2 + b2

{ fo '4 +  a y '4} +  V —';]■ x> y '  {b x 'i  —  ay 'z}
a 2 +  <52

{<2 /̂4 --- ^y '4} -f 2 <2̂  

Ä2 +  b2
x ' y '  { a x ' 2 +  by '2} .

Il luogo delle norm ali N^1 al variare di X è

X2 ^  y 2 _|_ (J}X  _j_ ay ^  z  __ O.

Se nelle condizioni (V) si scambiano gli indici 1, 3 cioè per le condizioni 

(V II) <2()4 =  X<240 , <2,31 ~  X<2i3 , <222 =  O

si ha (per X =(= 1)

, ~kb — a ~hb -— a , r =  pq

i l .!K x '> y r) = - — Tr {x* '4 +  / 4} +  2 x ’ÿ \ \ x ’2 +  y 2}i — X" I —  X“*
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e il cono delle norm ali proiettive N^n è

y 2 —: x 2 -f- (x  +  ay) z  =  o 

e per i valori X =  a/b , b\a , o c  , o si hanno ordinatam ente le forme 9* , 9*1,
cpIV cpIV ‘ 4,0 » ‘4 ,oo ‘

Con lo stesso scambio di indici per le (V) cioè per 

(V il i)  <2()4 — ^40 > a%\ — — X<̂ i3 , <̂22 — o-

si ha
, b —  \a  b —■ \a

f i =  >. y =  —  ’ r  ~  fiq

<P l" 1 (*'> y )  f. { ^ '4 +  V 4} +  ^ f i - x ' y '  {X^'2—  y a }

e il luogo delle norm ali N^m è

2 x y  +  (<3;r — Æy) z  =  o

Per \  =  b\a , —  <£/# si hanno ordinatam ente le forme 9* , 9*1 ; per X =  +  1 , — 1 
le forme 9*11, 9*v .

Prendiam o ora relazioni che leghino un coefficiente di una quarta  po
tenza con un coefficiente che non sia tale (sempre nella forma trasform ata); 
per esempio

(IX ) 4 #31 — 2 X<2q4 j 4  #13 — 2 X 4̂o , <̂22 — °  •

D a esse, per X =4= — 1,

f i  =  — ' T X T a  ’ ^  =  ” “ T T T è ’ r  =  — f i<1

«  V) -  t V  U * '4 +  by'4} +  f i f i * ' y '  {àx'* +  ay'*}.

Questa dà per X =  o , 00 le forme 9* , 9*1 e per X =  1/2 la forma

y  ( x 'z +  y 3) (#V +  v )

già da me in trodotta per via geometrica <5 *X
Il luogo delle norm ali proiettive NIX al variare di X è il piano (per N 1)

ax  =  by.

Questo è il piano canonico nel quale stanno le norm ali di W ilczynski, 
Green, Fubini, Cech e Bompiani per le forme canoniche delle quali sono 
soddisfatte le (IX).

(5) E. Bo m pia n i, Gli analoghi proiettivi dei teoremi d i M eusnier e d i E ulero , « Rend,
del Semin. Matern. dell’U niversità di Rom a», s. IV, vol. II , 1938, pp. 3-24.
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Il luogo del punto unità è la conica

x y  — z t  , ax  — by — (a —  b) z.

Se al posto delle (IX ) prendiam o le

(X) 4 Æ31 =  2 X#4o , 4 ^13 — --- 2 X<̂ 04 > &22 =  Ò

troviam o, per x=H ±  1

P =  ~ l ~ T a ’ ? =  - r =  ~ p q

vf.x  ( * ^ '3 +  2 V 3} +  y q r r  l-^ '3 +  2 x* '3}

e come luogo delle norm ali proiettive N44

2 xy  — (ax +  by) z.

Per X =  o si riottiene la <p* e per X =  00 la cp*1.
Scam biando poi in (IX ) gli indici 1, 3 (o o, 4) si hanno le relazioni

(X I) 4 #3! =  2 Xaio ■ , 4 an  ~  2 X̂ J)4 , 2̂2 — 0

e per esse (per X =|= ±  0  si ha

P =  ~ - ^ — Çka — ô) , ? =
A —  I X —  I

(*’> Ï ) - * '3 {*' + 2 xy} + ̂ = ± - y 3 {2 + y }.
A —  I A —  I

Di nuovo per X =  b/a , si riottengono <p* , cp” .. Il luogo delle normali 
proiettive N?p è

x 2 — y 2 =■ (ay — bx) z.

Infine scam biando nella (X) gli indici 1, 3 (o o, 4) si hanno le condizioni:

(XII) 4 0:31 =■ 2 XÆ40 4 a13 ==*= —'2  X#ó4 , a'22 =  o

dalle quali, sempre per le (2.7)

p =  — {\a — b) , q =  — - 2 l— QJ, +  a) , r  — =  pq
A i  I A I

Vfïl (*'> y') = -ff=̂  * '3 {*' + 2 xy } + y 3 { -  2 X*' + y }.
A -f- I A -J- I

Il luogo delle norm ali N ^11 è

x 2 -j- y 2 =  (bx +  ay) zx
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Per i valori di X dati nella i a colonna si hanno le forme accanto indicate:

0II : ? ì

X — 00 :: 2 x ' y '  {— bx ' 2 -f- a y '2}

II ’■ 2 , ,2 x ' z {a x ' +  2 by'}  a t)

>> II : y  3 { 2 ax' — by’} 
a2 +  b2 K

II : x 'z {a x ' —  2 by'}  +  y '3 {2 +  æ /}
<3: -f b

II '■ a* + /? {ba' —  2 a y '}  +  y '*  {2 ax' +  b y '} .


