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Analisi numerica. —• Sottospazi invarianti per l ’operatore del­
l ’elasticità m  un c u b o Nota di L u cilla  B a sso tti, presen ta ta '") 
dal Corrisp. G. F ichera.

S u m m a r y .  —  It is shown tha t the space of 3-vector valued functions on a cube of S 3 

is direct sum of 16 subspaces, each of them  being invariant for the linear differential operator 
of classical elasticity.

In  questa N ota viene studiato il seguente problema.
Nello spazio cartesiano delle tre variabili reali xi , X2 , xs si consideri 

il cubo C definito dalle limitazioni | xk | <  a (k =  1 , 2 , 3) (a num ero positivo 
assegnato) e, in C, V operatore vettoriale delV elasticità

L =  A2 +  ci grad div

con cr costante positiva assegnata. Si consideri la varietà lineare V costituita 
dai vettori a tre com ponenti reali, funzioni continue con tu tte  le loro derivate 
di ogni ordine in C. Si vuole decomporre T in somma diretta di sottospazi 
tali che, operando su un vettore di ciascun sottospazio con l’operatore L, 
si ritrovi un vettore appartenente a questo sottospazio. Si vuole cioè decom ­
porre T in sottospazi invarianti per L.

Nel presente lavoro pervengo ad una decomposizione di T in sedici sotto­
spazi invarianti, ciascuno dei quali gode della ulteriore proprietà che, se u è un 
vettore continuo in C e nullo sulla frontiera di C, tali sono i suoi componenti 
in ciascuno dei sottospazi che operano la decomposizione.

E  evidente l’interesse della decomposizione ottenuta per i problem i di 
approssim azione relativi all’elasticità in C. Infatti se i mezzi di calcolo a dispo­
sizione consentono di spingere l’approssimazione fino a un certo ordine n , 
ad esempio usando per l’approssim azione ^-esim a m atrici di ordine n , dopo 
ottenuta la decomposizione, può spingersi l’approssimazione fino all’ordine 16 n.

In  vista di eventuali applicazioni ai problemi di autovalori per l’elasticità, 
ho dedicato l’ultim a sezione della presente N ota a far vedere come il problem a 
di auto valori per il problem a elastico di un cubo isotropo fisso lungo il contorno 
si decomponga in sedici problem i relativi ad altrettanti sottospazi invarianti.

i. -  Si consideri il sistema

(1.1) dws
3*3 =  f i  (x\ , *2 , x 3) ( * = 1 , 2 , 3 )

nelle incognite w ; ( x i , x 3 , x 3). Il num ero a è un arbitrario  num ero reale non 
negativo.

(*) Lavoro eseguito nell’am bito dell’attiv ità del Gruppo di Ricerca n. 21 del Comitato 
per la M atem atica del C.N.R.

(**) Nella seduta del 14 dicem bre 1968.
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Introdotti i vettori w  — (w\ , wz , w£) e /  =  (/1 , / 2 5/3) (1), (1.1) può scri­
versi:

(1.1') Lw — A20/ +  cr grad d iv w  =  / .

Sia C il cubo definito dianzi e C la sua chiusura. Detto K (C) lo spazio 
vettoriale delle funzioni reali definite in C, si indichi con K “1 “2 “3 (C) il sotto- 
spazio K (C) costituito dalle funzioni simmetriche rispetto alla variabile x { 
quando 1’/-esim o indice oq è nullo, antisim m etriche rispetto alla variabile x { 
quando r/-es im o  indice oq vale uno. Sussiste la seguente decomposizione 
di K (C) in somma d iretta di sottospazi:

(1.2) K  (C) =  K 000 (C) © K001 (C) © K 010 (C) © K 100 (C) ©

© K 110 (C) © K 011 (C) © K 101 (C) © K 111 (C ).

Si riconosce facilmente che, assegnata una funzione k (xi , xz , xz) di 
K (C), la sua com ponente nel sottospazio K “1“2“3 (C) è data  da

(1.3) (Xl ; x% ; ar3) =  2“ 3 \k (x\ , xz , Xz) +  (— i)“1 k (—  Xi ,X2, x3) +

+  (— I)“2 k (x\ , ---X2,Xz) +  (----  l)“a k (xi , X2 ,  X3) +

+  (—  i ) “, + a8 k  (----X\ , ---- Xz , Xz) ©  (----- l )°1+“3 k (----XI ,X 2 , — Xz) +

+  (—  i )“!+“8 k { x X — X2 —  xz) +  (—  i )ai+a2+“3 k  (—  X! , —  xa,  — xz)].

In  particolare, se k ( x \ , x z , xz) è definita in C, allora le funzioni
kaias<h (xi_, xz , xz) espresse da (1.3) sono definite in C e risulta:

(1.2) K  (C) =  K 000 (C) © K 001 (C) © K 010 (C) © K 100 (C) ©

© K 110 (C) © K 011 (C) © K 101 (C) © K 111 (C ), 

con ovvio significato dei simboli.

i.I . Sia si S2 ss una permutazione degli indici 1 2 3 ,  k (x± , xz , xz)
una arbitraria funzione definita in  C. Posto % =  (xSl , x s , x sj  e
g  ( x i , ^2 ,xz) =  \k (£1, Ç2 , £ 3 ) ] ^  riesce

(1.4) (Xi , X2, xz) =  (Zi , Ç2 , Ss)]?=£ , (ß,- =  O, i ; i =  i , 2 ,3 ).

Dimostrazione. -  Sia k (x\ , X2x z )  una arb itraria funzione definita in C 
e (xi , X2 , xz) le sue componenti nella decomposizione (1.2). Riesce,
ovviam ente, in base a (1.2), (1.3):

g  (XI , x% , xz) =  [k (Zi , S;2 , Za)] - =  £  P  % (Si - S2, & ) ] . ; .

Per l’unicità della decomposizione (1.2), essendo [^3l 02 '83 (Çi , $2 , ^3)]?==̂  un 
elemento di K13** ̂  ̂ , s{ La la tesi.

(1) D ’ora in avanti se con una lettera, ad esempio m, indicherò un vettore, con la stessa 
lettera m unita delPindice i  indicherò la sua componente /-esim a wi {i =  1 , 2 , 3 ) .
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Si consideri lo spazio V  (C) di tu tti i vettori a tre com ponenti reali 
definite in C e i suoi sottospazi V “1“2“3 costituiti dai vettori v — ( v i ,V2yv*) 
tali che

Vj € K ai+(“ 1)ai ’ a2+(~1)aa ô2 » «s+C-l)“3 ô3 ^y _  J  ̂2 ^

ove 8 £ =  1- se ' /  =  7, o se /=(=■/
Per ogni com ponente Vj di z/, si considerino le otto com ponenti z/?»a*a* 

definite da (1.3). Il vettore

(1 .5 ) (^i+(“ 1)(Xl»a2’ a 3  ̂ f ^a1}a2,a3+(— l)aŝ

appartiene a V 0’1“2“3. Sussiste il seguente teorema:

i .I I .  Lo spazio vettorialeV (C) £ somma diretta di otto sotto spazi, precisa- 
mente'.

(1.6) V  -(C) =  V 000 © V 001 © v 010 © v 100 © V 110 © V 011 © V 101 © V 111.

Dimostrazione. — Si verifica facilmente che per ogni vettore v di V (C)
0,1

si ha v =  -"2  V*1“2“3, con yjai a2 a3 ç v “1“2“3. L a unicità di tale decomposizione
a l5aa,a 3

è conseguenza di (1.2).
Si introducano ora le trasform azioni lineari P 0102“3 dello spazio V  (C) 

nel sottospazio V tti “a aV definite dalle relazioni:

(1.7; (a, =  o ,  ! ; / =  1 , 2 , 3 ) <2>‘

i .III . Le trasformazioni lineari P 01“1 “3 sono idempotenti. LnoUre se ax a2 a3 
e ßi ß2 ß3 sono due disposizioni distinte degli indici o ,  i, allora P “1“2“3 P*31132(33 
è la trasformazione nulla.

L a dim ostrazione segue facilmente da (1.6).
Sia V  (C) la to talità dei vettori a tre componenti reali definite in C. 

Se z /e V (C ), i vettori z/*1“2“3 =  P 01“2“3 v possono, tram ite (1.3) e (1.5), pen­
sarsi definiti in C. Sussistono i due seguenti risultati la cui dim ostrazione è 
conseguenza di (1.3);

i.IV . S* » € r*(C), allora P “1“2“3z/e U (C ). Se v e U (C ), allora
pCWa v e Yh (Q  (3)'

i.V . Se z /e V (C ) ed è nullo su &C, allora p 01“203̂  è nullo su WC.
Si ha inoltre

i.V I. Se v e  r 2 (C), allora L F ^ v  =  P ^ 'L * .

(2) Si osservi che se v  è costante, P100z/~ (v± , o , o) , P010^ =  (o , v t , o), P 001z/-= (o o v3) 
e P 000 * =  P 110 * =  P 101 * =  p m  2, =  o.

(3) Con T*_(C) e T k (C) si intendono gli spazi dei vettori reali a tre  componenti di 
classe h  in C e C rispettivam ente (si considera anche il caso h infinito).

36. — RENDICONTI 1968, Vol. XLV, fase. 6-.
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Dimostrazione. -  Sia (x\ , X2 , x%) una funzione differenziabile in A,
appartenente a K Plß2ß3(C). Derivando i due m em bri di (1.3) rispetto a x {) 
si ottiene:

dÂ3l%%(x1,X2,XS) €  K  P i+ ' f - l ) 01 »ì > Pa + ( - l ) 9i Ô* , ßg +(~~1) ^ 3 Ô3

dxi (C ).
2vax a2 a3

Ne segue che, qualunque sia i, — —---- e K aia2tt8(C). Ragionando ana-

logamente sulle derivate di d i v ^ “*“*03, si trova che — divV**“*“3 e
d X j

«1+ (-l)“1 b{ , a2+(-l)aa b{ , a3 +(-l)tt3 b{
G K' (C). D ’altra parte è facile constatare che,
per ogni funzione >èPlPa0s di K ^ 2p3(C )n  T2(C), riesce À 2 ß3 e K ßlß“ß3(C),

AT 1 y OC, a 2a 3 TZ- a i +  ( - 1 ) “ 1 ’ « 9 +  (“ I)“ 2 b {  , a  +  ( - I ) “ 3 b { , ~  .Ne segue che Ly ẑ 1 2 3 e K  1 1 2 2 3 3(C) e che

quindi L P “1“2“3 v € V “1“2“3. D ’altra parte si ha Lv  = L (  X  P “1“1“1* =  X  L P W 3 z;.
\a ta2a3 ]

La tesi è allora la conseguenza di (1.6).

0,1 0,1

2. -  Si considerino, nello spazio vettoriale V  (C), le trasform azioni lineari 
Sw ( 2 = 1 , 2 ,  3), così definite: se v  =  (vi (x\ , xz , xz) , vz ( x i , xz , x%),
VZ (x\ , Xz , xzj)

(2.1) S(1) V E= (vi ( x i , Xz , xz) , VZ (xi , xz , Xz) , VZ (x\ , XZ ,xzj) ,

(2.2) S(2)(V) =  (vz ( x z , xz , xì)  , VZ (xz , XZ , xi) , Vi (xz , Xz , x{)),

(2.3) S(3) V =  (vz (xz , Xl , Xz) , vi (xz , Xl , xz) , Vz (xz , X i , xz)) .

E im mediato constatare che:

2.1. Le trasformazioni S ^  sono Videntità.
Fissato arbitrariam ente i, si consideri la perm utazione s^- s ^ s ^  degli 

indici i 2 3 che lascia fìsso i e sia distinta da 1 2 3. Si ponga per ogni 
h(%ii %%!%£) definita in C,

(2.4) h(t)(xi , XZ , xz) =  h ( x  ,i) , x  ,i) , x  (i)) .
1 2  3

2.II. Se h è una funzione differenziabile in  C, riesce:

(2.5) S (/)g ra d ^  =  grad , (z =  1 , 2 , 3).

Dimostrazione. -  A pplicando ad hw il teorem a di derivazione delle fun­
zioni composte, si ottiene:

(2.6) dti(0
dX-y

3

2j =1

~ dh 1 (0 r dh 1il

60CÖ

1—

(0
( r =  1 , 2 , 3 ) .

Ne segue l’asserto.

2.II I . Se v è un vettore di T2 (C), riesce'.

(2.7) A2 S (̂  v =  S (/) A2 z>,

(2.8) S(?) grad div v — grad div S(î) v .
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Dimostrazione. -  A pplicando due volte il teorem a di derivazione delle 
funzioni composte alle singole componenti di v si ha : A2 v f  =  [A2 vJf ' ) e 
quindi (2.7). Per la (2.8) si osservi che, dalle (2.6), applicate alle com ponenti vt 
di v, segue:

(2.9) div S(,) v =  [div

L a (2.8) è allora conseguenza di (2.5).

2.IV. Se ai a2 a.3 è una disposizione arbitraria degli indici 0 , 1  si ha\

(2.IO) ■g(l) pai a2 a3 =  P 'a i tt3 tt2 C(l) g(2) p a i  a2 a3 __  p a 3 a2 a, g(2)

g(3) p a x ct2 a 3 ___ p ^ a jO g  g(3)

In  particolare le trasformazioni P000 e P m  sono permutabili con ciascuna 
delle S(,). Negli altri casi esiste una e una sola S w permutabile con P “i

Dimostrazione. -  D alla (1.4), applicata alle singole componenti di P “i 
seguono:

' 2 ' 11  ̂ — (11) 7,'l“ i.« 3 .“2+ ( - l ) aa _  j-wa 1,a a+ ( - l ) “2,a3 l(l)
[ S ^ ] 1 '

Le (2.11) equivalgono alla prim a di (2.10). Analogam ente negli altri casi. 
Osserviamo infine che:

2.V. Se w eV (C ) ed è nullo su WC, allora S (,)& è nullo sulla frontiera 
di C qualunque sia i.

3. -  Si considerino le varietà lineari V"1 ™s“3 (ay =  o , 1 ; /  =  1 , 2 , 3). 
In  base a 2.IV, esiste almeno una trasform azione Sw che m uta in sé V “1“’“1 . 
Tale trasform azione è univocam ente determ inata, se gli indici ai a2 a3 non 
sono tu tti uguali. Nel caso delle varietà V 000 e V 111, scegliamo fra le trasfor­
mazioni S (i> (che m utano tu tte  de tta  varietà in sé), la trasform azione S(1). 
In  tal modo ad ogni varietà V01”’”’ resta associata una ben determ inata 
che la m uta in sé. Poniamo:

( 3 - 0
a2 a., 0 1

2
g(*)̂  pai a2 as peti a2 a3l - ( I —  Sw) p 1

3.I. La trasformazione lineare P “1“2“3“4 (^j =  o , i ; /  =  ï , • . 4) è idem-
potente. I l  codommio V a' a*a*a\d i  p a*a2a3a4 % costituito da tutti e soli i vettori 
di V “1 a% 03 per i quali riesce

( 3 .2)  V  = . ( —  i ) tt4S (‘V

ove è la trasformazione che definisce P“102 “304 tramite le {3.1).

Dimostrazione. - L a  prim a affermazione è conseguenza di 1.I l i ,  2.1, 2.IV.

36*
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Per la seconda parte, si osservi che:

2 S (i) p“*“ 2 06304 __ ̂ g(0 _|_ ̂ _ Ĵ a 4 paia2a3 __ 2 ç_ Ĵ a4 paxa2a3a4

e quindi ogni vettore di V “1̂ “3“4 verifica la (3.2). Infine, se y e V “1“3“3 e verifica
(3.2), allora H teorem a è così dim ostrato.

3.11. S i considerino le sedici trasformazioni lineari P “1 ajCf'3 a\  Tutti i possi­
bili prodotti di due trasformazioni distinte, danno la trasformazione nulla.

Dimostrazione. -  Segue da i . I I I  e dall’osservazione che, per 2 =  1 , 2 , 3 ,  
riesce: (I +  S<‘>) (I — =  (I — S<’>) (I +  S ^ )  =  o.

3 .III. Se oc ; ß sono indici distinti, allora

^  ^  g(2) paßßy __ pßßaY g(2) g(3) paßßy ___ pßaßy g(3)

(3 4) s(2) p ^ a^’=  p aßßY g(2) g (3) pß«ßY __ p aßßY g (3)
(a , ß ,y  =  o , 1).

Dimostrazione. — Osservando che s®  ; S ^  = S * 2> e
tenendo presente 2.IV  si ha:

2 S (2) P a^^Y — S (2) p a '̂̂  _|~ (__. S (2) S (l) P ° ^  — pßßa g(2) _j_ Ç g  (3) g (2) p aßß_

=  p ß ß “ g  (2) ç____J y  g W  p P 9 a g w  _  2 pY ç(3) p ß ß a c (2 ) __ jßßay o(2) .

2 S (3) P ° ^ Y =  g ^ 3  ̂ p a ßß _|_ ^__  j^Y g (3) g (D  p aßß _  p ß a ß  g(3)._j_ ^___j^y  g (2) g (3) p a ß ß

__ p ß aß g  (3) _|_ ^ __j^Y g  (2) p ß a ß  g  (3) __ 2 p ß aßY g  (3)

Sono così dim ostrate le ( 3 . 3) .  Le ( 3 .4) discéndono dalle ( 3 .3)  qualora 
si tenga presente che S(ï) S(z) è la identità. Si ha infatti, dalla prim a delle 
( 3 . 3) :  S(2) g (2) p a ßßY g t 2) _  g (2) p ß ß aY g (2) g (2) e  qUin di la prim a delle ( 3 .4) ;  analo­
gam ente per le altre.

Osservazione. -  D a 3.I I I  discende che le varietà lineari V a|3f3y , V ßl3aY si 
corrispondono nell’isomorfismo S(2); le varietà lineari V a|3|3y e V ßa|3y si corri­
spondono nell’isomorfismo S(3):

y a ß ß Y < ^ y ß ß q y  y a ß ß y .  ?y ß a ß y

3.IV. Lo spazio vettoriale V (C) si rappresenta come somma diretta dei 
sedici sottospazi y ° i 02 03 °4 (y  =  o , 1 \ j  =  1 , 2 , 3 , 4 ) .

Dimostrazione. -  In  base a 1 .II, basterà m ostrare che:

^  ̂  y a, ra2 a3   y  ax a2 a3 0 0  y  ax a2 a31

Per ogni v e V “1 “2 “3, si ponga

(3.5) ,  =  { ( i  +  s (1V  +  ~ ( i - s (‘V



[227] L u c illa  B assotti, Sottospazi invarianti per P operatore deir elasticità, ecc. 491

essendo la trasform azione lineare che m uta in sé V “1“2“3, definita all’inizio 
del numero. Riesce

-  (I +  S(0) * e V a*°2 tt3 0 ; (I ~  Sw) */ e V ttl 02 a* r.

Per m ostrare l’unicità di (3.5), si consideri il vettore nullo e si ponga 
o =  n(0) +  n ^ , con ri3 e V “1“8“8,3 (ß — o ,1).  Riesce allora, in base alla (3.2):
^ c(*) ^ c(0 (0) I c(0 (B (0) (1) -1 *  (0) (1)o =  Sw o =  Sw m ’ +  S ' n — n x — n , e quindi n =  n =  o.

3 V . Se v e T 2 (C), allora L P “1020304 v =  P 01“2“3“4 Lv.

Dimostrazione. -D a l la  relazione 2p aia2a3a4z/ =  p ”1 ”2 03̂ -)-(.— i)“4 S(̂ P “1“2 03̂ , 
ove SW indica la trasform azione che interviene nella (3.1), segue, in 
base a i.V , 2.I l i ,  2.IV: 2 L P “1"’2“3“4 v =  P“1“2“3 Lv  +  (—  i)“4 S(0 P “1“2“3 Lv =  
=  (I +  (—  i )°4 S(0) P ttl “2 “3 Lv =  2 P “1 02 “3 tt4 Lv.

Si consideri ora la varietà lineare V (C) di W  (C) dei vettori a compo­
nenti di quadrato  som m abile in C e si introduca in essa una s tru ttu ra  di 
spazio di H ilbert ponendo

(3-6) (u ,v )  = il X v dx
c c

3
2 ) U 'i (x± , %2 , Xz) Vi (xi  , X2 , Xz) dxi  dX2 dxz  .
i = l

N aturalm ente, vettori quasi ovunque uguali in C vengono pensati come 
un unico elemento dello spazio.

Le trasform azioni lineari S(z), P “102“3, P“1“2 063014 definite in V (C), possono 
essere pensate come trasform azioni lineari dello spazio di H ilbert W  (C) in 
sé. Ciò è lecito, in quanto vettori di V  (C) quasi ovunque uguali in C, vengono 
trasform ati in vettori quasi ovunque uguali <4).

Sussistono i seguenti risultati:

3 V I . Le trasformazioni lineari S(?) di W  (C) in sé, sono trasformazioni 
\hermitiane.

Dimostrazione. — Si verifica facilmente che u  , S(?) v) — (u , v). Ne 
segue la tesi, in base a 2 .1 .

3.V II. Le trasformazioni lineari P 0*0203 e P ttl“2tt304 di W  (C) in sé, sono 
operazioni di proiezione ortogonale (_proiettori).

Dimostrazione. — In  base a 1 .III , basterà dim ostrare che sono trasform a­
zioni herm itiane. Si verifica facilmente che, se ai 0C2 &z e ßi ß2 ß3 sono dispo­
sizioni distinte degli indici 0 , 1 ,  allora (P0102 03 u  , p^1^ 133̂ ) =  o. Ne segue che

0,1
(3.7) , v)=  X  (P “1“1“1« , p  Pi ßŝ ,) — (p ttl a2 a3 u , p “l aa «3 z;) __ , p«l «2 «3 ^

(4) Si confronti nota (2).
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È così provato che P“1“2“3 è una trasform azione herm itiana. Si ha inoltre: 

 ̂ ^  =  iV) +  (—  !)“• P W ^  , v).

Poiché Sw è perm utabile con P“1“““’, da (3.7) e 3.V I discende che p “* 
è herm itiana.

D etti W a W “1 °2 °3 064 i codominii delle trasform azioni P “102 03 e P ttl tta °3 04
rispettivam ente, pensate come trasform azioni di W  (C) in sé, dai teoremi 3.II, 
3.IV, 3.VII, discende che:

3 V i l i .  Lo spazio di Hilbert W  (C) è somma diretta dei sedici sottospazi 
W “1“2“3“4, a due a due mutuamente ortogonali.

4. -  Sia (C) la varietà lineare di W  (C) costituita dai vettori dotati 
in C di tu tte  le derivate continue e tali inoltre che le derivate prim e siano di 
quadrato  sommabile in C. Si consideri in (C) il seguente problem a di
auto valori:

(4-0  Lw +  \w  =  o in C , w =  o su efC.

Tale problem a am m ette una successione di auto valori tu tti reali positivi, 
ciascuno dei quali ha.m olteplicità finita, ed è priva di punti di accumulazione 
al finito.

Indicherò tale successione nel modo seguente:

à i  < [  X2 <Ç • • • <  Xé < ç  • • • .

Ogni auto valore com pare in detta successione un num ero di volte uguale 
alla rispettiva molteplicità. Si considerino ora i sedici problem i di auto valori

(4.2) Lw +  \w  =  o in C , w  =  0 su 3 C , w e w “1“2“3 04̂ !  (C)

con ocy =  o , I ; j  =  1 , 2 , 3 , 4 .
Ciascuno di tali problem i possiede una successione di autovalori reali 

positivi con m olteplicità finita, priva di punti di accum ulazione al finito. 
Jndico con

«1 a2 a3 a4 /  «1 «2 «3 a4 /  -, a, a„ a, a, ^Al <  X2 < ■ • • • <  x /  <  • • - ,

la successione degli autovalori di (4.2), ciascuno ripetuto un num ero di volte 
uguale alla sua molteplicità.

È bene osservare che gli auto vettori dei problem i (4.1) e (4.2) sono conti­
nui in ogni punto regolare di fC  <5>. Pertanto essi verificano la condizione 
al contorno in senso classico. Sussiste il seguente teorema:

4.I. La successione {X^} si ottiene ordinando in una unica successione 
non decrescente tutti g li elementi delle successioni {x^102“3“4} ? (a =  0 , 1 ; 
j  — i , 2 , 3 , 4  ; k =  i , 2 , • • •). Si ha inoltre'.

/  . \  .100 Y 010 y -vOOIy(4 -3) ^  =  X* — T 1ohy -sioiY -mo yAk =  V — h (y — °> i \ k = \ , 2 , • • •).

(5) Si confronti ad esempio [3] Lecture io.
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Dimostrazione. -  La circostanza che {X^} si ottenga riunendo le succes­
sioni {x^1020304}, è conseguenza im m ediata di 3.V e 3.V III. Per la (4.3) si osservi 
che, come conseguenza di 2. I l i ,  se Xo è auto valore e zu° un auto vettore corri­
spondente, allora S(1) w° , S(2) , S(3) w° sono anch’essi auto vettori relativi
a Xo. Supponiam o che w° appartenga a W aßßY (con a ^ 'ß ) :  allora, in base a 
3.I l i ,  si ha:

S(2)zu°e W ßßaY , S(3) w° € W ßctßY (mentre S(1V  ■= '(—  i)Y w° e W aßßY) .

Inoltre è facile verificare che le trasform azioni m utano in sé la varietà
lineare 9lt (C) e m utano inoltre vettori nulli su in vettori nulli su cfC.

Ciò prova che ogni auto valore dal problem a (4.2) in 6H (C )n W aßßY è 
anche auto vai ore in 6l t ( C ) n W ßßaY e in % ( C ) n w PoPv. il  viceversa segue 
dalle (3.4).

Come conseguenza del teorem a precedente, il calcolo degli auto valori 
del problem a (4.1) è ricondotto al calcolo degli auto valori dei problem i (4.2) 
lim itatam ente agli otto sottospazi W 00°Y , W lllY , W 10°Y , W 011y (y =  o , 1).
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