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RENDICONTI
DELLE SEDUTE

DELLA ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

Classe di Scienze fìsiche, matematiche e naturali

Seduta del 14 dicembre ig68  
Presiede i l  Presidente B e n i a m i n o  S e g r e

SEZIONE I
(M atematica, meccanica, astronom ia, geodesia e geofisica)

Matematica. — S ur d inverse généralisée P un  opérateur linéaire, 
dans les espaces de Hilbert. Nota di E m a n o i l  A r g h i r i a d e ,  presen
tata (*} dal Socio B. S e g r e .

S u n t o . —  L’inverso generalizzato di un operatore lineare fra due spazi di H ilbert è 
stato definito da Y. Y. Tseng sotto l’ipotesi che certi due insiemi di tali spazi risultino densi. 
La definizione viene qui estesa in modo da non dover supporre che questa condizione sia 
soddisfatta.

N otations. K , X± , X2 sont des espaces de Hilbert; A  , R des opérateurs 
linéaires: A , X\ -> 2{2 et R , 2t2 -> X \ . Pour un opérateur linéaire A  , N i (A) 
est l’espace nul (le noyau) de A  , 2) (A) C est le domaine de definition, 

(A) C 2i2 est le dom aine des valeurs; pour S C X , est le complément 
orthogonal de S en 2i ; P- est le projecteur orthogonal de X sur S; les sous 
espaces considérés dans X, ne sont pas nécessairement fermés. i.

i. Yu. Ya. Tseng [1], [2], [3], [4] définit R , X2 -> 2t\ comme i.g. de 
A , X± -> X2 , en supposant entre autres que 3) (A) , S) (R) sont denses en 
X± , X2 resp. (A) =  X± , 2) (R) =  X2). Tous les résultats de Tseng sont don
nés sans dém onstration.

Les mêmes hypothèses pour l’existence de l’i.g. ont été adoptées par 
A. Ben Israel et A. Charnes [5]. L ’i.g. a été étudiée dans des cas particuliers 
dans [6] et [7]. N ous nous proposons de montrer que Vi.g. peu t être définie 
sans fa ire  aucune hypothèse sur  2) (A) et (R).

(*) Nella seduta del 19 novem bre 1968.

35. — RENDICONTI 1968, Vol..XLV, fase. 6.



472 Lincei -  Rend. Se. fis. mat. e nat. -  Vol. XLV -  dicembre 1968 [ 208 ]

D ’autres définitions différentes de celle de Y. Y. Tseng, ont été données 
par M. R. Hestenes [8], [9], E. M. Landesm an [10] pour les opérateurs 
denses et fermés et par J. Beutler [11] pour les opérateurs fermés.

Pour la définition de l’i.g. nous adoptons la définition de Y. Y. Tseng 
[1; pp. 431-432], [5; pp. 673-674] en laissant de coté les conditions relatives 
à la densité de © (A) et © (R).

D e f i n i t i o n  s i m p l i f i é e .  L ’operateur R , est une i.g. de A , 3t i ^ H 2 si

(1) & (A )C S )(R )  St (R) Ç S) (A)

(2) R A ^ =  P 1 x  pour x  € 2) (A) ; A R y  =  P2 y  pour y  E %. (R)

P1, P2 étan t les projecteurs orthogonaux de , %2 sur St (R) , oit (A) resp. 
les domaines ® (A) , 3) (R) pouvant être denses ou non.

2. Soit £ un sous espace de 3C, et le sous espace S C £. D ’après Y. Y. 
Tseng, £ est dit decomposable par rapport S si pour chaque x  E £ on a:

(3) pr- % e S.

Y. Y. Tseng a ennoncé (sans dém onstration) que de (3) on déduit la somme 
orthogonale directe:

(4) £ - S © ( £ n S 1 )

est réciproquem ent. M ontrons que de (3) on déduit (4). On a 3f =  S © S"1" =  
=  S © S“*-, puisque — S"1". Pour x  6 £ on a donc x  =  x 1 +  x 2 , x 1 E S , x 2 F S“*", 
et x 2 Jmx 1; donc x 1 =  p r  - x  et en vertu de (3), x 1 E S. Alors ;r2 =  x  —  x 1 E 2 et 
comme on a aussi r 2 e S 1 ^ j 2 e £ n  S1 . On a x  =  x x +  , x 1 e S , ;r2 e £ fi S;
donc la formule (4). Réciproquem ent de (4) déduisons (3). Pour x  e 2 nous 
avons de (4): x  =  x i  +  x 2 , x± e S , x 2 E 2 n  S"*“, donc x 2 J_ x± . M ais on a aussi 
Xi E S; donc x  — x^ x 2 , x 1 E S , x 2 J_ Xi et par suite x x =  p r - x  et comme 
X\ E S il en résulte (3).

Théorème de Yu . Ya . T seng, [ i ; p. 432], [5; pp. 673-674]. Un opé
rateur linéaire A  , 3fx - >K2, (3) (A) =  K1) admet une i.g . si et seulement si 
© (A) est décomposable p ar rapport à (A). D ans ce cas A  admet une i.g. 
maxim ale (brièvement i.g . max) unique R ^ , pour laquelle 3) (Rw) est m ax i
m um  et pour laquelle

(5) ® (Rm) =  St (A) © a  (A)x ; 91 (Rm) =  a  (A) 1

toute autre i.g . R  est une restriction de R^ ; K m est la seule i.g . possédant 
un espace n u l ferm é.

Ce théorèm e a été donné sans dém onstration par Y. Y. Tseng et avec 
le m êm e ennoncé se trouve dans [5; p. 673]. Nous dém ontrerons ce théorème 
sans faire aucune hypothèse sur © (A); en outre la dernière partie de ce 
théorèm e doit etre modifiée si 2) (A) n ’est pas dense ce qui fera l’objet d ’un 
travail ultérieur.
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3. Prélim inaires. Considérons la somme orthogonale directe

(6) -2 =  S ® S i  , ( S i  Si),

S , Si étant des sous espaces de 2t. Soit # G Si ; en vertu de (6) nous avons 
#  i  S , x  G S et comme # g £ , = > # g £ o  S'*“ et donc Si C £ O S "K Réciproque
m ent si x  G 2 O S“1", nous avons de (6), x  =  # x +  #2 , #1 G S , #2 6 S j . On con
sidère le produit scalaire (#., S) =  o =  (x1 +  #2 , S) =  (x1 S) car #2 e Si et Sx i  S. 
De (xi , S) =  o et comme e S => ( q  , #x) =  o et donc # x =  o; alors 
■X — #! +  #2 — x 2 G Sx. Donc si #  G £ n  S"1“ => x  G Si et £ pi S"1, Ç S*. De ces 
deux inclusions il en résulte

(7) Si -  £ n  S1 et aussi S =  £ n  Si"

et (6) devient

(8) £ =  S © (2 n  S1) =  Si +  (£ n  Sj1")

en tenant compte de (4) il en résulte que le sous espace £ donné p a r  (6) est
décomposable tant p ar rapport à S, que p ar rapport à Si et sont valables les
relations (7) et (8).

4. Supposons que A  , 2t\ -> 2t% admet une i.g . R , 2t% -> 2t \ , ^<9?  ̂ sont
vérifiées (1) et (2), S) (A) pouvant être dense ou non. Soit # g 3)(A) et soit 
x 1 =  d r^(Rj x - Nous avons RA# =  x 1 et comme RA# =  R (A#) on déduit 
x ’ £31 (R); d ’autre part P1 #  =  Pr§(ÿR)X ~  x i et d ’après (2), x 1 — x r £ SI (R). 
Donc pour tout # G 3) (A) nous avons Pr^ y ^ x  € ^  (R) donc S) (A) est décom
posable p a r rapport à 31 (R) et d ’après (4) nous avons en posant 3) (A) =  3)1

(9) a 1 =  a  (R) ® (a1 n  a  (R)1) , (a1 =  a  (A)).

Soit # Gelt (R); nous avons évidem m ent A [31 (R)] C 31 (A). Soit y  £ 31(A), 
nous avons de (2)

(10) A K y  =  V2 y  =  y  car y  e 31 (A) et y  =  Pr c$jj^y-

Posons R y =  y 0 G 31 (R), et de (10)

A R y =  A (Ry) =  Ay0 =  T-

T out vecteur y  6 31 (A) est l’image d ’un vecteur y 0 G 31 (R) car 9/ =  A y$, 
y 0 G lit (R), donc A  déterm ine une application de 31 (R) SUR 31 (A); m ontrons 
que c’est une application biunivoque. Supposons A #x =  A #2 avec x 1 , #2 G 31 (R). 
Nous avons RA#X — P1 x x — x x car x 1 = p r - ^ ^ x 1 et aussi RA#2 =  #2 ; donc 
#1 — #2 • Lé opérateur A  determine une application biunivoque de 31 (R) sur 
cR (A]) et aussi R  une application biunivoque de 31 (A) sur 31 (R). Pour x  £ 
nous avons de (9)

(11) #  G 3)1 , ' # = # i + # 2 , x 1 G oît (R) , #2 G ^ O c U  (R )1 , x 1—pr-^j^-x.
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Nous avons R A x =  RA% +  RAx2; de (2) on déduit RAx =  V1 x  =  x1; 
RAj?i =  P1 x x =  x x car p r^  x  =  p r - ^  Xl =  x 1. Alors R A x =  R A xx et, 
RA^2 =  o . P osons A x2 =  \  6 St (A) et comme Ri; =  o et comme R déterm ine 
une application biunivoque de St (A) sur di (R), de Ri; =  o , \  6 St (A) => 1; =  o 
et A x2 =  Ç =  o . De la relation A x =  Axx A  A x2 il en résulte A x =  Axx .

Des relations (11) i l  en résulte

(12) k x  =  k x x , x x =  pt-çxM X , A x2 =  o.

Dans (9) supposons x  e S 1 n  St (R); de (11) on déduit xx =  o , x2 =  x et de (12):
A x  =  A xx =  o, donc x e ©b (A); il en résulte ®x n  St (R)-1- C ©b (A). Récipro
quem ent soit x  e 0 b (A); d ’après (11) nous avons x =  x x +  x2 , x x e St (R),
x2 e S)1 n  SI (R)-1- et de (12), comme A x =  o => A x x =  o avec x x e St (R);
comme A  déterm ine une application biunivoque de St (R) sur St (A) => x x =  o 
et x  =  xx.+  x 2 =  x2 6 S)1 n  St (R); il en résulte ©b (A) Ç ®x n  St (R)1 .

De ces deux inclusions nous avons

(13) ©b (A) =  ®x n  st (R)x

et (9) devient

(14) ®x =  ©b (A) © St (R).

D ’après (8) et (7) nous avons

C1 s) ®x =  ©b (A) © (®x n  ©b (A)x ) ,

©b (A) =  ®x n  st (R)-1- , St (R) =  S)1 n  ©b (A)-1-,

donc s i A  , Xi -^ Â 2, admet une i.g ., alors ® (A) =  ®x est decomposable p a r  
rapport à (A).

5. Réciproquement supposons que pour  A  , M2, le domaine 2) (A) =  S)1 
est decomposable p a r rapport à (A), donc est vérifiée la relation (15) et dé- 
monstrons que A  admet une i.g., le domaine 3) (A) pouvant être dense ou non. 
Ecrivons la relation (15) sous la forme

(16) ®x =  ® (A) =  ©b (A) © ®° , ®° =  ®x n  ©b (A)1 , ®° 1  ©b (A).

On a évidem m ent A®0 Ç St (A). Soit x e ® 1; de (16) on déduit:

(17) x = x x+ x 2 , xx e®°  , x2 6 0b (A) , x x= p r w x  c a r ® ° J _0b(A ).

Nous avons A x =  A xx +  A x2 =  Axx car x2 e gti (A), p a r conséquant tout 
vecteur A x e St (A) est l’image d ’un vecteur x x e ®°, donc A  determ ine une 
application de ® ° SUR St (A); m ontrons que c’est une application biunivoque.
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Supposons A x x =  A x 2 , avec x x , x 2 e 2)°. On déduit A  (xx —  x 2) =  o=>xx ~  
— x 2 Ç&i (A) et comme x x , x 2 e 3)° et comme en vertu de (16); (A) n  =  o,
il en résulte x x =  x 2 , donc A  determ ine une application biunivoque de 3)° 
sur ait (A). So it A  la restriction de A, à 0 ° ; Vopérateur A  applique d'une  
manière biunivoque 3)° —> cJt (A); il est donc inversable et soit

R =  A“1,

R applique d ’une manière biunivoque §L (A) — > ®° ; on a

© (fi.) =  a  (Ä) =  a  (A) ; a  (fi) =  © (Ä) =  ©°.

Soit S un sous - espace quelconque de Si (A)-̂  ; considérons les sommes 
directes orthogonales (S C a  (A)"1")

(i8) ®2 =  a ( A ) © s  , ©Lx =  a  (A) © a  (A)1 .

Pour y  e ®2 nous avons de (18)

(ï9 ) y = y i + y 2 , y x e S i ( A )  , y 2 eS  ; y i= P r^ Â ) y  car a (A )J_ S . 

Nous pouvons définir dans ®2 un  opérateur R.

(2°) R© =  R  (©1 +  y%> =  R ^i =  Ryi =  À " 1^ , ( y  e ®2)

R est évidem m ent linéaire et

(21) © (R ) =  ®2 a  (R) =  ®°

A*
R  est la restriction de R  à SU (A) et R  est évidem m ent un opérateur linéaire. 
Soit j e S ;  de (19) nous avons y 1 =  o , y 2 = y ,  et de (20); R y =  R yx == o, 
donc y  e 01 (R) par conséquant S Ç 91 (R). R éciproquem ent soit y  e 9c (R); 
de (20) et (19) nous avons R y =  o =  R yx =  fiy x car y x 6 a  (A). Comme R 
établit une correspondance biunivoque entre a  (A) et ©°, on déduit y x =  o 
et y  = y i  + y 2 = y 2 6 s. Donc 91 (R) C S. De ces deux inclusions il en résulte

(22) S =  01 (R).

De la prem ière relation (18), de (21), et de (21) et la prem ière (16):

a (A) Ç ®2 =  © (R) ; a (R) =  ®° c  ®x =  © (A),

donc les relations (1) sont vérifiées.
Considérons les relations

(23) À x x =  y x et h ~ 1y 1 =  x 1,

si dans la première x x e ®° => y x e a  (A) et réciproquem ent pour la seconde 
relation; la prem iere relation (23) entraine la seconde et réciproquem ent.
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En tenant compte de (17), (23), (21) et aussi de (19), (22) il en résulte pour 
x  e 3)1, y  e ®2.

RA* =  RA (x1 -fi- *2) — RA*i =  RÄ*! =  Ry i  =  Ry± =  Ä 1 y± =  *1 =  Pr^ ^  x  

A Ry  =  A R  (y1 +  y 2) =  A R y± =  A R yi =  A Ä “ 1 y x =  A x x =  A x x =  y x =  p r ^ - ^ y .

Donc les rélations (2) sont vérifiées et R  est une i.g . de A .
Dans les formules (18) prenons S =  ZU (A)1 ; on peut définir d ’une m a

nière absolum ent analogue un opérateur R m qui est une i.g. m aximale; de (20) 
on déduit sans difficulté que R est une restriction de R m.

T h é o r è m e  d e  Y . Y . T s e n g  s i m p l i f i é .  Un opérateur linéaire A  , 
le domaine © (A) pouvant être dense ou non , admet une i .g . si et seulement si 
® (A) est décomposable p a r rapport à 01 (A), dest à dire si et seulement si (15) 
est vérifiée; i l  existe une i.g. m ax R  vérifiant (5) et des i.g. non. max. R  qui 
sont des restrictions de R ^ . Les applications du théorèm e simplifié seront 
exposées dans un travail prochain; nous m entionnons seulem ent la suivante: 
un opérateur ferm é  à domaine dense ou non , admet toujours des i.g .

6. R e m a r q u e  i. Pour Vi.g. maxim ale  © (Rfi) =  ©Lix donné p a r  (18)
est dense) en effet si pour v e M2 on a on a en particulier de (18)
v}_8l ( A ) = ï v e 8l (A)1 ; on a aussi en particulier de (18), > (A)1 ^  z; e (A)1 )-1,
donc v G IR (A)"*“ O ($i (A)“*")"*" =  o, donc v =  o et est dense.

REMARQUE 2. Pour une i.g. non. m ax  ® (R) =  ®2 donné p a r  (18) n'est
pas en général dense. Soit R x un opérateur linéaire quelconque Jf2 2ï1 pour 
lequel © (Ri) = 'A  n ’est pas dense; soit Y =  Dì (R i)1- O A. On considère la 
somme orthogonale directe S)2 =  0b(Ri) © S C A .  3)2 n ’est pas dense, car dans 
le cas contraire, pour v e M2 si v J_ A => v J[ ©2 et alors v =  o, et A serait aussi 
dense. Soit R  la restriction de Ri à ®2. De la relation ©2 =  0b (R) ® S  il en 
résulte que ®2 — © (R), est décomposable par rapport à 0b (R) et alors R 
adm et une i.g. A; mais alors R est aussi une i.g. de A  et il existe donc des 
i.g. non. m ax. R  pour lesquelles © (R) n ’est pas dense.

R emarque 3. Il résulte de (18) et de (22) que pour tout sous espace 
S C ZU (A)"*“ i l  existe une i.g. R  pour laquelle 0b (R) =  S.
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