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Geodesia. — Swu alcuni teoremi integrali per la curvatura geode-
tica e la curvatura media nel caso di campi di curve superficiali e di
campt di superfici. Nota di Franco Boccnio, presentata @ dal Cor-
risp. A. MARuUSSI.

SUMMARY. — Some differential and integral properties of the geodesic curvature of
fields of surface curves and of the mean curvature of fields of surfaces are studied. The
same properties are studied when the fields undergo a conformal transformation.

1. La presente Nota si ricollega ad un gruppo di lavori, in parte pub-
blicati sugli Atti di questa Accademia, nei quali si studiano proprietd diffe-
renziali ed integrali delle rappresentazioni tra superfici partendo non gia,
come di consueto, dalla corrispondenza puntuale fra queste, ma ponendosi
piuttosto dal punto di vista della teoria dei campi; caratterizzando cio¢ le
rappresentazioni mediante il tensore o, nel caso particolare delle rappresenta-
zioni conformi, lo scalare, che ne fornisce il modulo di deformazione lineare.
In cio si & fatto largo uso del calcolo tensoriale, che rappresenta lo strumento
naturale per una trattazione in questo indirizzo, [12], [13], [14], [15].

In questa Nota si studiano anzitutto alcune proprietd differenziali ed
integrali che hanno riguardo a campi di curve tracciati su superfici, ed a
campi di superfici, proprieta che permettono di giungere rapidamente e sinte-
ticamente a risultati di un certo interesse, per esaminare poi la traduzione
di questi risultati quando sugli enti considerati si operi una trasformazione
conforme.

2. Si consideri, su una porzione regolare X di superficie il cui con-
torno L sia una curva chiusa pure regolare, una famiglia (¢), a un parametro,
di curve regolari tali che per ogni punto di X passi una e una sola curva della
famiglia; in tal caso (¢) costituisce quel che sidice un campo di curve su = [7].
Si indichino con 7, e {, i versori normale e tangente alle curve di (¢); il verso
di 7, sia tale da rendere positiva la rotazione che porta I, su 7,. Indicati in
forma controvariante con v e A’ i versori 7, e I,, per le formule di Frenet
potra scriversi

3ve .
(2.1) S Ta CRA

ove v, indica la curvatura geodetica delle curve della famiglia. Nel seguito,

per semplicita, y, verra chiamata curvatura geodetica di (¢), e analoga
terminologia si adotterd per gli altri enti relativi a curve di (¢) cui si fard

(*) Nella seduta del 19 novembre 1968.
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riferimento. Alla (2.1) puo darsi la forma

(2.2) VI[N = — vy, N,
Essendo 7, un vettore unitario, ¢ v; v = 1, da cui
(2.3) Vi v = vy v = o.

Cio significa che

(2.4) ’ Vi = oy N,

con &, indeterminato. Dalle (2.2), (2.4) risulta

(2.5) Mo, =—7,.
Contraendo v/, si ricava quindi

(2.6) vil; =divi, = — 7.,
relazione gia trovata da McConnell [1] ed Eisenhart [3].

3. Essendo 7, per le ipotesi fatte un campo vettoriale su X, ha senso
considerare l'integrale

(3.1) Hdiv i, do.

=

Si potra pertanto scrivere, in virt delle formule di Green sopra una super-
ficie [2]

(3.2) ff div7,de = —fﬁ, X 7y, ds,
b L

essendo 7y, il versore normale al contorno L e diretto verso linterno di X.
Dalla (2.6) segue

(3-3) ffdiVﬁch: ——ffygdc
b b

e quindi, per la (3.2)

(3.4) U v, do :fﬁc % 7L, ds.
L

=

La (3.4) puo esprimersi dicendo che la curvatura geodetica integra di un campo
(¢) di curve su una superficie eguaglia il flusso entrante del versore normale
a (¢) attraverso il contorno di Z.

4. Si consideri un campo (¢) di curve e il campo (¢y) delle loro traiettorie
ortogonali; il contorno di X sia un quadrilatero costruito con segmenti di
curve di (¢) e di (¢). Essendo il flusso specifico di 7, o nullo o uguale a uno
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lungo il contorno L, sara

) ” vodo — AJ
=

dalla quale si puo concludere che la differenza di lunghezza tra i lati opposti
del quadrilatero é data dalla curvatura geodetica integra di (c) su di esso.

5. Se (¢) & costituito da curve chiuse e come contorno L si sceglie una
curva di (¢), la (3.4) si pud scrivere, essendo in tal caso 7, = 7, sul con-
torno,

(5.1) ‘J‘J'chczfdle

L

ove / indica la lunghezza del contorno L. La (5.1) pud esprimersi dicendo
che la curvatura geodetica integra di un campo di curve chiuse uguaglia, su
di una superficie che abbia per contorno una sua curva, la lunghezza del con-
torno.

6. Se (¢) ¢ una famiglia di geodetiche sara y, = 0 e quindi

6.1) J n, X fip, ds = o,
L

ossia: & nullo il flusso del versore normale a (c) attraverso il contorno L di X.
Se ora si considera il sistema doppio ortogonale formato da una famiglia
di geodetiche e dalle loro traiettorie ortogonali e se come contorno L di X
si prende un quadrilatero costruito con archi di queste curve, dalle (4.1),
(4.2) si ottiene che

(6.2) Az:ﬂ v, do = o,

ritrovando, in maniera sintetica il ben noto risultato che arcki di geodetica
compresi tra le lovo traiettorie ortogomali hanno uguale lunghezza [5).

7. Se si indica con v¢' il trasformato di V' in una rappresentazione con-
ferme di X su X', sussiste la relazione

(7.1) V= " v

in cuiyw indica il logaritmo naturale del modulo di deformazione lineare.
Dalla (7.1) si ottiene

(7.2) Vi = eV ety v
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alla quale, per la (2.6), puo darsi la forma,
(7:3) Yo =T (Yo — i V)

che esprime, in forma tensoriale, il ben noto toerema di Schols [6], che viene
cosl ritrovato per via sintetica.

8. Si consideri, in una regione R tridimensionale racchiusa da una
superficie chiusa regolare S, una famiglia (6) di superfici tali che per ogni
punto di R passi una e una sola superficie; in tal caso (¢) costituisce un
campo di superfici in R, [8]; si ammette inoltre che (o) sia composto di super-
fici regolari e che, se F(x,y,2,#) =0 ¢ Iequazione di (6) la F (x,y,2,?)
abbia derivate continue rispetto a x,y, 2, ¢ e sia F, == 0. Sotto queste ipotesi
il versore 7 normale alle superfici di (s), che per brevitd diremo normale
a (@), costituisce in R un campo vettoriale e saranno definite anche le linee
di flusso di % [9], [10]. Indicata con M la curvatura media di (s) sussiste,
come €& noto, la relazione

(8.1) M = — div 7.

9. Quando si applichi alla (8.1) il teorema della divergenza si ricava

(©.1) ﬂ Mdvzﬂﬁsmds

ove V indica il volume racchiuso dalla superficie S ed 7s il versore normale
ad essa rivolto verso l'interno. La (9.1) pud esprimersi dicendo che /z curva-
tura media integra di un campo (o) di superfici entro il volume N racchiuso

da una superficie S, uguaglia il flusso entrante del versore normale a (o) attra-
verso S. ’ '

10. Si consideri ora, su di una generica superficie di () una linea chiusa
regolare C; le linee di flusso di % che passano per i punti di C individuano
una superficie tubolare che si dice tubo di flusso. Come volume V si scelga
quello racchiuso da una sezione di tubo di flusso e dalle superfici da esso
staccate su due generiche superfici 67, 65 di (). Essendo nullo il flusso di 7
attraverso la superficie laterale del tubo, la (9.1) si riduce alla

(10.1) HJM dV = AS

ove il secondo membro rappresenta la differenza tra le aree delle superfici
staccate dal tubo su 6y e 6y, e dunque: entro una sezione di tubo di flusso com-
presa tra due superfici di (o) la curvatura media integra di (o) é fornita dalla
differenza tra le aree delle basi del tubo di flusso.
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11. Se (6) ¢ un campo di superfici chiuse ed S appartiene a (o) si avra
s = 7 e quindi :

(11.1) fffMdV:f\JdSzA

v

cioe la curvatura media di un campo (c) di superfici chiuse uguaglia, entro il
volume racchiuso da una superficie S di (c) larea A di S.

12. Se (o) & un campo di superfici minime si avra

(12.1) Uﬁsxmszo
S

ossia ¢ nullo il flusso entrante del versore normale a un campo di superfici
minime attraverso una superficie chiusa S. Se pure non nella forma espressa
qui la (12.1) ¢ gia stata data dal Brand [8]. Pertanto, se si considera un
tubo di flusso per un campo (6) di superfici minime, dalla (10.1) si ottiene

(12.2) AS =o

ossia: un tubo di flusso stacca in un campo di superfici minime superfici di
uguale area.

N

13. E interessante notare che quando si considera una trasformazione
conforme tra due spazi tridimensionali Vs e Vs, [11], [12], [16], [17], la (8.1)
permette di ricavare in forma estremamente semplice e sintetica, evitando
il ricorso alla relazione tra i coefficienti della seconda forma fondamentale, la
relazione che sussiste tra la curvatura media di un campo (6) di superfici in
Vs e del suo trasformato (¢) in Vg, [12]. Poiché tra le derivate covarianti dei
versori normali a (¢) e (o) sussiste la rélazione [11]:

(13.1) V= v 8w vE— g% py v,

dalla cui contrazione rispetto agli indici 7 e ; si ricava immediatamente

<I3‘2> et ;’/Z = Vi/z + 2 Yy Vi
si ottiene, per la (8.1),
(13.3) M =2 (M — 2 p; v7)

che ¢ la gia menzionata relazione; dove il secondo termine in parentesi rap-
presenta quella che possiamo chiamare lalterazione di curvatura indotta
dalla trasformazione.

14. Un confronto dei risultati trovati per la curvatura geodetica di campi
di curve superficiali e per la curvatura media di campi di superfici mette in
rilievo l'analogia, nell’ambito delle considerazioni svolte, tra il significato
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della curvatura geodetica e quello della curvatura media. Particolarmente
significativo, a questo proposito, ¢ il confronto tra le (6.1) ,(6.2) e le (12.1),
(12.2), le prime due relative a famiglie di geodetiche, le seconde a campi di
superfici minime.
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