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Teoria dell’informazione. — Un applicazione dell' energia infor- 
mazionale alle sorgenti stazionarie (#). N ota di G iuseppe L on go  e 
F ran co  B u tta z z o n i, presenta ta (**} dal Socio B. F in z i.

Résumé. — On démontré la possibilité de construire une théorie de l’information à 
partir de l’énergie informationnelle de M. Onicescu. On retrouve un résultat classique, c’est- 
à-dire qu’on peut employer un dictionnaire très restreint, pourvu qu’on fasse assez longues 
les successions de symbols qui transportent l’information.

§ i. Introduzione. -  Si consideri una sorgente di informazione Q come 
un processo aleatorio discreto definito m atem aticam ente dalle sue proprietà 
statistiche [1]. Il generico m em bro di questo processo è costituito da una 
successione doppiam ente infinita:

( 1 . 1 )  \  =  • • - X _ n X _ n +  1 - • - X - . I X Q X 1 -  - - X n_ i X n ' - -

in cui le « lettere » x  sono tra tte  da un insieme finito A  di a elementi (a >  1) 
detto l’alfabeto della sorgente Q. Sia S la to talità delle successioni del 
tipo (1.1).

T ra  i sottoinsiemi di S sono particolarm ente interessanti quelli del tipo 
seguente: fissate k  posizioni (istanti) nella d; : 4 > 4+1 , , 4+æ-i e fissate
k  lettere non necessariam ente distinte cntn, 0Lt 1 ,-■•*, otin+k_ 1, allora l’evento: 
la sorgente em ette la lettera oc*. all’istante 4 (n <  i <  n  -j- k) è costituito 
da tu tte  le successioni E per cui x t. =  oc*. . Tale insieme sarà detto «cilindro 
sottile di ordine k  » [2], e sarà indicato con Jpr à Per n  e k  fissati, si dice « ci
lindro di ordine k  », ncù^\ ogni riunione finita di cilindri sottili di ordine k.

(1.2) n<ù̂  =  \ j no f t
î G I

dove I è una famiglia finita di indici, ovvero:

(! -3) n^(k) =  { S I '(«*„ ocin+1 ■ ■ ■ ccin+i_ ±) e E  } ,

essendo E un sottoinsieme del prodotto cartesiano A x A x  • • • XA =  A k.
Sia Q il m inimo campo che contiene tu tti i cilindri di ordine finito, e 

sia P una m isura di probabilità su £2. Così la sorgente Q resta com pletam ente 
caratterizzata dalla terna {S , O , P}. È noto che per caratterizzare statisti
camente la sorgente è sufficiente assegnare la  P su tu tti i cilindri sottili di 
ordine finito [1].

(*) Lavoro eseguito nell’ambito degli Istituti di Elettrotecnica e di Meccanica dell’Uni
versità di Trieste.

(**) Nella seduta del 19 novembre 1968.
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§ 2. S ta z io n a r ie tà  d e l la  sorgen te. -  Per ogni valore di n  e di k, 
i cilindri sottili di ordine k , „0 ^ \  formano una partizione di S di ordine ak. 
Assoggettiamo ora ogni \  e S alla seguente trasform azione di traslazione T:

(2.1) H, ( ' 'x -n ■ ■ 'X—i x q x i - ■ -x„ ■ ■ • ) -------T £ = (-  • •y —„ ■ • -y—iy o y i  • • •y n • • •),

dove:

ys — Xj_i per ogni j .

L a T  induce in modo naturale una corrispondenza <I> tra  i cilindri sottili: 
ad un cilindro sottile „Of* corrisponde un cilindro sottile, che indicheremo con 
®„0 ? ,  in generale diverso dal primo d>. L a partizione {„O ^} (i = 1 , 2  , ak)
di S si trasform a di conseguenza nella partizione {® nO f }} (i =  1 , 2 , ■ • •, ak) di S. 

Supponiam o ora che la P sia invariante rispetto alla T, nel senso che:

(2-2) P Gpf*) =  P (® nO f )  ( i =  J , 2 , .

per ogni valore finito di k. Diremo allora che la sorgente Q =  {S , O , P} 
è stazionaria. È chiaro che agli effetti della m isura di probabilità P, la (2.2) 
equivale alla possibilità di svincolarsi, nella definizione dei cilindri sottili, 
dal valore di n. In  altre parole, in S , TS , T 2 S , • • ■, i cilindri sottili corri- 
spondenti ad una stessa À-upla di lettere ( a i a 2---oq) sono tra  loro diversi, 
m a -  nel caso di sorgente stazionaria -  hanno tu tti la stessa probabilità.

§ 3. L ’en erg ia  inform azionale di un campo f in ito . -  D ’ora in poi 
supporrem o che la sorgente sia stazionaria. Fissato un valore di k, gli ak cilin
dri sottili corrispondenti generano un campo finito £ì(k) di 2ak —  1 elementi 
(cilindri di ordine k) sul quale la probabilità P, definita su Q, induce una 
probabilità, che chiameremo ancora P, la quale ci perm ette di calcolare la 
quan tità  m edia di informazione di £ì(t). Tale quantità si può esprimere ad 
esempio m ediante l’entropia di Shannon [3]:

k
(3-0  X (Q(i)  =  —  X  P (Of)) lg2 P (Of>),

j= 1

oppure m ediante l’energia informazionale di Onicescu [4]:

(3-2) & (Ü(i)) =  X  P (OO) P (OO) .
J = 1 J J

Assegnati due campi di probabilità finiti, A  e B, sia A x B  il campo finito 
costituito dal prodotto cartesiano di A e B, in cui si introduca una m isura

(1) Se degli nO ^  facevano parte le successioni aventi le lettere 0  ̂aw+1* • • ocn+k_ 1 ordi
natamente nei posti tn tn+ i '‘ -tn+k—i,  del cilindro O fanno parte le successioni aventi 
le stesse lettere nei posti tn- i  tn • • -tn+k-2 .
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di probabilità definita al modo seguente:

(3-3) P 0,- b/ò =  P 0,0 Paj (Pò Oy e A , bk e B),

essendo Pa (^ )  la probabilità di bk condizionata da a j .

§ 4. L’en erg ia  inform azionale u n ita r ia  e i l  suo lim ite . -  Posto 
ora ê ( Q ^ )  =  èkn, consideriamo la successione =  1 , 2 ,• • •), con

x  • • • X Cl{k) =  Essa risulta m onotona non crescente. Infatti,
conformemente alla definizione (3.2), si ha:

k
(4.1) 0 *  =  S  P 2 ( O f ,O f

A.* ! 1 2 ^

dove si è generalizzata in modo ovvio la definizione (3.3). Poiché ogni ele
m ento di Q^G+i)) si ottiene associando un elemento di Qtkn>) ad un elemento 
di Q «, si ha:

ka

(4 .2) P(OW,- - - ,OW)= E  P ( 0 ( 9 , 0 P ) , - - - , 0 ( 9 , 0 P )  ),
Jn +1 x

e, sostituendo nella (4.1), si ottiene subito:

a ( a )2
% ,=  È  È  p (OW O jV  • ^ O f), O f  J  >

= 1  f j  , - , =1 yi 72 ■ •/« + l 1./15 ìjyl X 1 X J

>  L  P2 ( O f  , O f  , • • •, 0 <9 , 0(9 ^  =  &k(n+i) ■
JIVA • • • >.7« + i =

Tenendo presente che o <  &kn <  1, dalla m onotonia della successione { è ^ } , 
segue che essa am m ette un limite, , con:

O <  &(k)< L

Definiamo ora l’energia informazionale unitaria, , del campo finito 
come la radice >è-esima dell’energia informazionale corrispondente (3.2):

k
(4 -3) E k =  Ì&k .

Essa rappresenta in un certo seaso la quantità m edia di energia inform a
zionale spettante alla generica lettera dei cilindri di ordine k.

Anche la successione {~Ekn } am m ette limite. Infatti, in prim o luogo, dalla 
definizione (4.3) segue:

O <  Ekn <  i ,

e quindi essa avrà almeno un punto di accumulazione. Vogliamo dim ostrare 
che ne ha uno solo, il quale sarà il suo limite. Se infatti ne avesse due, 
ék ed e'k, con e'i >  ekì dalla { E ^ }  si potrebbero estrarre due sottosuccessioni
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disgiunte, {E  ki.) ( i e N + )  ed { E im.} ( j e  N+), tali che:

( { %  } -► e'k 
4̂ -4) ] r Tr \* i km,j j  ̂&k •

Preso ora si ha per la m onotonia della {&kn}:

&kl{ >  &km - - * J

Ora, qualunque sia £ >  o, poiché la { &kn} converge, pur di prendere ed 
nij (/* <  mj) sufficientemente grandi, si ha anche:

(4 -5) &kl. <  &km- +  £,* j

e, estraendo da ambo i m em bri della (4.5) la radice di ordine kl{) anche:

(4 -6) E «  <  Ì&km +  e.
1 J

Se £ è sufficientemente piccolo, tale che almeno da un certo nij in poi risulti 
&kmj +  s <  i, dalla (4.6) segue:

kl̂  km.j
(4.7) Ekl. <  1l&kmf:+  2 <  ßkmj +

Facendo ora tendere /z- ed mj all’infinito, con la condizione nij >  l i9 dalle 
(4.4) e (4.7) si ricava:

kntj
(4-8) dl <  lim Ì&km- +  s ,

n t j —>  00 ^

e, poiché il limite che com pare a secondo membro della (4.8) si discosta 
da èk di una quan tità  arbitraria, anche:

y

contro l’ipotesi. D unque esiste un num ero ek tale che:

(4 -9) lim Ein =  ek .

§ 5. E sistenza  d i un vocabolario  per l a  trasm issione d e l l ’infor- 
MAZIONE. -  D im ostrerem o ora che:

( 5 - 0  l im  J —  e t  I =  o .
n —>oo

D alla (4*9) segue che, per n  sufficientemente grande, si ha:

(5 -2 ) ek —  z < E in< e k +  z

per ogni s >  o. Elevando tu tti i m em bri della (5.2) alla potenza kn, si ha 
anche:

4 "  -  (e e f - 1 —  • • ±  4 ”) <  S*. <  ef +  ( z / r 1 +  • • • +  4 " ) ,
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ovvero, posto zeC 1 —  • • . -j- z n =  z± e zeC 1 -fi- • • • -fi =  £2, e detto z' il 
maggiore tra  si e £2, anche:

kn f p , kn x f
e k s <  è kn  < . ek -f- S ,

cioè la (5.1), essendo z! una quantità arbitraria.
Se o < e k <  1, poiché lim et* =  o, la (5.1) implica anche:

n —> 00

(5-3) \im  &in =  &{i) =  o.
n —> 00

Le considerazioni precedenti valgono in particolare anche se k  =  1, nel qual 
caso l’energia inform azionale &n ì definita dalla:

* > - ,  . 2 .  » « X ' O p ' - . o g ) .

può venir considerata come il valor medio di una variabile aleatoria ny  
definita in Q^n\  che assume i valori nyjx...jn =  P (cojP coj1)):

(S-4) K =  È  P( OW, - - - , 0 f ) - „ y h . . , n = ^ { ny ) .

Otteniam o così, al variare di n, una successione di variabili aleatorie { ny} j  
il cui valor medio 01Ò (w y), che per grandi valori di n  si confonde con el,  
tende a zero:

(5-5) lim ©TL („y).=  o.
n —>oo

Per il teorem a di Cebicev [5], dalla convergenza in media segue la 
convergenza in probabilità; cioè, assegnati due num eri reali positivi, £ ed 73, 
con 73 <  i, esiste un intero n  (z , 73) tale che per ogni intero n >  n (z , 73), la 
probabilità che la v.a. ny  si discosti dal suo valor medio per meno di £ è 
m aggiore di 1 — 73. Nel nostro caso (tenendo presente la (S-0):

(5.6) Prob. ( I ny  — e{ \ <  z) >  1 — 73.

Dalla (5.6) si vede che gli elementi di Q{n) per cui la v.a. ny  assume 
valori arbitrariam ente vicini ed e{ (che diremo elementi della prim a classe) 
hanno una probabilità complessiva che differisce da 1 di una quantità arb i
tra ria  7], e tu tti gli altri hanno una probabilità complessiva pari a 73. Detto 
allora <ù il generico elemento della prim a classe, si ha:

P(co) ~  e\ ( n >  n (z , 73)),

e quindi il num ero N di elementi della prim a classe soddisferà alla lim ita
zione:

(S -i) N < e r = 2 nhv  (2).

(2) I logaritmi sono considerati in base 2.
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Siccome il num ero totale di elementi di £t(n) è 2an— 1 ~  2 an, il rapporto tra  
il num ero N degli elementi della prim a classe ed il num ero totale è circa:

(5.8)
n lg----- a n

2 G

Ora, se il limite e± è positivo, pur di scegliere un n  sufficientemente grande, 
si avrà:

_
ei >  2 n

e quindi il rapporto (5.8) si potrà rendere molto minore di 1. Quindi, pur di 
trasm ettere l’inform azione con successioni sufficientemente lunghe (n abba
stanza grande), il num ero delle sequenze interessanti per il trasporto dell’in
formazione sarà solo una piccola frazione del num ero totale di sequenze: 
il vocabolario sarà dunque abbastanza ristretto da risultare maneggevole.

Conclusioni analoghe si possono trarre  anche a partire dall’entropia di 
Shannon, anziché dall’energia informazional.e di Onicescu [1 ].

Gli autori sono grati al prof. Octav Onicescu che ha loro indicato il tem a 
di questa Nota.
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