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M agnetoidrodinam ica. —  Su alcune formule integrali in Magneto- 
idrodinamica. N ota I n  del Corrisp. C a ta ld o  A g o s t in e l l i .

SUMMARY. -— In this paper we consider the slow motion of a incompressible, inviscid 
fluid, tha t has a high electric conductivity, plunged in a uniform magnetic field, within 
which an induced m agnetic field is generated. Moreover it is subjected to forces of general 
kind, functions of place and of time.

We establish opportune equations for the field of the velocity vectors and for that of 
the  pressure.

Finally, m aking use of the generalized formula of Kirchhoff, we give, by  means of 
integral formulas, the performance of the components of the velocity, which are perpendicular 
to the applied magnetic field, and of the axial components of the vortex.

I.  In questa prim a N ota considero il moto lento di un fluido incom ­
pressibile di conduttività elettrica molto grande, tale da poterla ritenere 
infinita, immerso in un campo magnetico uniform e e soggetto a forze non 
elettrom agnetiche di natu ra  generica.

Con riferim ento ad una terna di assi cartesiani ortogonali, con l’asse z 
nella direzione e nel verso del campo m agnetico applicato, dopo aver eli­
m inato dalle equazioni del moto il campo magnetico indotto, dim ostro intanto 
che le due com ponenti u  , v della velocità perpendicolare all’asse £ soddisfano 
all’ordinaria equazione delle onde, in cui la costante di propagazione è la 
velocità delle onde di Alfvén. M a le relative equazioni contengono ancora 
le derivate parziali della pressione e della componente assiale del vortice, 
che sono pure incognite.

Successivamente, con opportune trasform azioni ed eliminazioni riesco a 
dim ostrare che la pressione p  e le tre componenti u , v , w  della velocità 
soddisfano ciascuna a u n ’equazione differenziale alle derivate parziali del 
40 ordine, i cui prim i m em bri hanno la stessa stru ttu ra  e sono form ati dal 
prodotto dell’operatore di Laplace e dell’operazione di propagazione ondosa 
nella direzione dell’asse z, m entre i secondi m em bri dipendono dalle com­
ponènti delle forze non elettrom agnetiche agenti sul fluido.

Particolarm ente notevole è il caso in cui queste forze derivano da un 
potenziale U. Introducendo in questo caso una opportuna funzione P, dipen­
dente dalla pressione e dal potenziale delle forze, le equazioni precedenti 
si semplificano notevolm ente e si ha che la detta funzione P e le componenti 
della velocità soddisfano ciascuna ad una stessa equazione differenziale. 
D im ostro inoltre come in questo caso le componenti della velocità e la fun­
zione P, si possono far dipendere da una stessa funzione armonica.

R itornando infine al caso generale, e prendendo in considerazione le 
prim e equazioni stabilite, relative alle componenti u  , v della velocità perpen-

'(*) Presentata nella seduta del 19 novembre 1968.
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dicolari a ll’asse #, con opportune applicazioni della form ula di K irchhoff e 
m ediante appropriate trasform azioni di integrali, stabilisco due formule inte­
grali che esprimono, per ogni valore del tempo, i valori di dette componenti in 
un punto interno a un dato volume S, per mezzo dei valori delle stesse com­
ponenti e delle loro derivate normali sulla superfìcie a che lim ita questo 
volume. M a esse dipendono ancora dai valori della pressione e della com­
ponente assiale del vortice nel volume S e sulla superficie cr, oltre che dalle 
com ponenti delle forze non elettrom agnetiche.

D a queste formule ho dedotto infine u n ’analoga equazione integrale 
per la com ponente assiale del vortice.

2. Consideriam o un fluido incompressibile, non viscoso, di conduttività 
elettrica infinita, immerso in un campo m agnetico uniform e H 0 . Riferendoci 
al caso di piccoli m ovimenti, sia v la velocità delle particelle fluide ed h  il 
campo magnetico indòtto.

T rascurando i term ini di ordine superiore al primo rispetto a ü ed h, 
le equazioni del moto e di continuità risultano Ò-)

(O ^  =  J i ro tÄ A H 0 - g r a d ^  +  F

(2) div v =  o,

dove p è la densità costante del fluido, p  la pressione idrodinam ica, p la 
perm eabilità m agnetica, pure costante, ed F la forza non elettrom agnetica 
agente sul fluido, riferita all’unità di massa.

Si ha inoltre l’equazione del campo magnetico indotto

(3) p j  +  rot (H0 A f )  =  o,

con la condizione

(4) div h  =  o.

Con riferim ento ad una terna di assi cartesiani ortogonali O (x y  z), con 
l’asse z  nella direzione e nel verso del campo m agnetico applicato H 0 , la (3) 
diventa

(5) dh _ yy dv
~ït =

D erivando am bo i m embri della (i) rispetto al tem po ed elim inando 
la dh/dt per mezzo della (5) si ottiene l ’equazione

(6)
32 v
~di* =  a2 rot dv

3z A k — grad dp
~dt +

3F
~di ’

(1) Cfr. C. A g o s t in e l l i , Magnetofluidodinamica, Cap. VI, par. i, 
Cremonese. Roma 1966.

n° I. -  Edizioni
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dove a2 =  ix Ho/p è il quadrato della velocità delle onde di Alfvèn, e k  è il 
versore dell’asse z.

Prendendo le com ponenti di ambo i m em bri della (6) secondo gli assi 
x  , y ,  indicando con u  , v , w  le tre componenti del vettore velocità v, e con 
X , Y , Z quelle della forza F, si hanno le seguenti equazioni scalari

32 u -  æ2 /Ü ü .  _
\ 3 z 2

d 2 W  \1 _L 32 p
+ —  ~  3 tdt2 dx dz j ' p dx dt

32 y 9 ( d 2 v d 2 W  \i _  1 S2 p
+  —  T  dtdt2 dy dz )1 p dy dt

m entre la (1), proiettata sull’asse z  dà direttam ente

(8) - Y  +  — ~  — Z.v y dt p dz

Indicando ancora con ■ co3 , co2 , co3 le tre componenti di rot v, le equa­
zioni (7) si possono scrivere:

(9)

32 p  3X 
dx dt ‘ et

d2 V
~dW A 2 V

d CO3
dx

y  d2p  3Y 
P dy dt ' dt

dv
6)3 dx

du \
d f ) 5

alle quali va associata l’equazione (8), nonché l’equazione di continuità che 
diventa

( io ) 3z/ I
dx ' dy ' dz

Il sistem a formato dalle equazioni (9), (8), (io), in num ero di quattro, 
contiene le quattro  incognite u  , v , w  , p,  e definisce queste incognite. 
Dalla (5) si ricava poi il campo magnetico indotto h.

Osserviamo che se si prende la divergenza di am bo i m em bri della (6), 
poiché

divi rot dv A k\  =  rot rot —  X k  = » dv _• A2 -tt— X kdz =  - A 2^2 3*

si ottiene l’equazione

( i o
dp
et +  a2

dw
dz =  div 3F

~dt '

D a questa, elim inando la w,  servendosi della (8), si ricava

(12) A2
32

dt*
32
3*2 t

P
div 32 F 

dt2
—  a2 A2 3Z

973

che è u n ’equazione nella quale è incognita la sola pressione p.  U na volta 
determ inata la pressione p  m ediante la (12), la (8) fornisce la componente w  
della velocità con una quadratu ra  rispetto al tempo.
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È opportuno osservare ancora che prendendo il rotore di ambo i membri 
della (6), e ponendo co =  rot v, si ha

0 3 )
d2 (O g d2 di
dt2 =  a dz2

+  rot d¥
dt ’

cioè la vorticità soddisfa all’equazione delle onde forzate p ro p a g a te s i nella 
direzione dell’asse z. Pertanto la componente ù)3 del vettore co, che figura 
nelle (9), è definita dall’equazione

,  v 92 co3 J 2 (03 d ( d Y  3X \
^  - i w r — * W ^ - w r

Osserviamo ora che la (6) si può scrivere anche

(60 d2 V  9 d2 V

~dt2 a  ~ d ^
dp
~dt +  a 2

dw
~dz +

9F
~dì '

Applicando ad ambo i m em bri di questa l’operatore A2 di Laplace, e 
tenendo conto della (11), si ottiene l’equazione

0 5 ) A2 d2 V  2 d2 V

W 2 a rot rot d¥
~dt

nella quale è incognito il solo vettore velocità v.
Le equazioni (12) e (15) mostrano che la pressione /  e le tre componenti 

della velocità soddisfano ciascuna a u n ’equazione differenziale alle derivate 
parziali del 40 ordine, i cui prim i mem bri hanno la stessa stru ttu ra  e sono 
form ati dal prodotto dell’operatore di Laplace e dell’operazione di propaga­
zione ondosa nella direzione dell’asse i secondi m em bri dipendono invece 
dalle componenti delle forze non elettrom agnetiche agenti sul fluido.

3. Particolarm ente notevole è il caso in cui dette forze derivano da un 
potenziale U, e quindi F =  g ra d U . In questo caso, posto

(16)

la (12) diventa

0 7 )

P L
P

— u,

(d2 P 0 d2 P 
'2 a 3 22 =  ° <

m entre la (15) si riduce senz’altro alla

(18) l d 2 V  9 d 2 V

* [ - & — * - w — O.

Nel caso considerato la funzione P e la velocità v  soddisfano dunque 
alla stessa equazione differenziale.

M ostriam o ancora come in questo caso la velocità d e la funzione P si 
possono far dipendere da una stessa funzione armonica.

Invero la (11) diventa
x ( dP . 9 dw
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Essendo allora /  (oc , y  , z  , t) una funzione arm onica (A2/  — o), segue 
che deve essere

(d9)
dP
dt

dw

M a la (6') diventa 

(fi
dt2 dz2

1 / 3P ' 1 o

=  ~ g ra d b r  +  ÆL r

si ha perciò l’equazione 

(20) 32
3/2

«r£ ___  _
dz2

— grad f .

Inoltre, derivando la (19) rispetto al tempo, e osservando che la (8) porge

(21) 

si ha

(22)

dw
~ d f

dP
~dz~ ’

d2 P f f_  
31dt2 dz2

Le equazioni (20) e (22) m ostrano quanto si era affermato.

4. R itornando ora al caso generale, la forma delle equazioni (9) con­
sente di esprim ere le com ponenti u , v della velocità v  delle particelle fluide 
m ediante equazioni integrali applicando la formula di K irchhoff che gene­
ralizza il principio di Huyghens. Questa form ula è, come si sa, relativa 
all’equazione

(23) L r -----«2 A2 cp =  ® ( x , y , z , t ) ,

dove O si suppone una funzione nota del tempo t  e delle coordinate x  , , z  
di un punto P, m entre a è una costante. Allora, essendo 9 (x , , z  , t) una 
funzione regolare in, uno spazio S, limitato da una superficie cr, per tu tti i 
valori del tempo, e soddisfacente alla (23), indicando con

r = Ì  (x — x ' f  +  (y — y')* +  ~(z — z ' f

la distanza del punto P (x y  z) da un altro punto ¥ ' . ( x ' ÿ  z') interno ad 
S, e con n la norm ale interna a <7, si ha

(24) 47z<p(x ' ,y ,Z , f )=  j<p [ x , y , z , t  —  ̂
3 —  

r \  r
dn —  <p(x,y,z,T)

*s
r
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Lo spazio S si può estendere anche all'infinito, purché in questo caso 
la funzione 9 si com porti all’infinito come le ordinarie funzioni potenziali. 
La form ula (24) per <I> =  o si riduce alla form ula originaria di Kirchhoff, 
la cui dim ostrazione come si sa è stata oggetto di molte ricerche, con lo scopo 
di rim uovere alcune difficoltà di procedimento.

Per sem plicità di scrittura porremo

(25) <p(*. y , z , t —  — ) =  [<p]a .

Inoltre, osservando che

r \
d —  

r i dr
“ f i dn ar dn

z  , t  - _  r  \
a )

d
dt

? [ x , y  , z , t  ■

dn

introdurrem o la notazione già usata da Somigliana <2>.

(26) [<p]ì  =

Allora la form ula (24) si può scrivere

r  dcp
9  +  " 5 " »

(27) 4 jeep (x r > y ', z r, t) A 89
dn : V " + Ì j  t0 !«

dS
r

e sotto questa forma la funzione cp (V , y ' ,  z r, t)  viene espressa m ediante un 
potenziale di doppio strato, un potenziale di strato semplice e un potenziale 
di volume.

M ediante l’applicazione della (27) dalle equazioni (9) ricaviam o

(28 ) 4 TZU (x'y y r, Z', /) =  / ] [:u ]
8 — 

1* r
dn

du
dn da -fi

d(x>3 I 32 fi
Sy

f iX l  dS
• 07 2a 2 p dx dt a2 dt \a r

(29)

+
dcùo
dx

zd* r I
S a a dn r

d2 p
+  -a*'

8Y
dy dt ~dT

dv
dn

da -fi

dS
a r

(2) C. S o m ig l ia n a , Sopra alcune form ule fondam entali della dinamica dei m ezzi isotropi 
«A tti dell’Accad. delle Scienze di Torino», voi. 41, 1906; voi. 42, 1907.
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Per trasform are opportunam ente queste formule osserviamo che si ha
9 [<ù3]a d i  r

------------=  1 ^  =dx
Sco3 I 3co3
dx a Cl at _

dr
dx

e quindi

/
9 g>3

dx
dS 

« r
d [C03]a dS _I_

a# r ' a
d(ù*
dt

dr dS 
dx r

=  / A | i ^ j ds _ , r  Sco3 
“ 3 +

s i -

dx -dS .

Il primo integrale dell’ultim o m em bro può essere trasform ato in un inte- 
graie di superfìcie, osservando che se si esclude il punto P ' ( x ' , y ' , z ' )  con 
una piccola sfera t  di raggio s, e si passa a limite per s o, si ha

S —T G

Allora, ricordando la posizione (26) si ha

[> 3  ]a a*
r dn der.

(30)

e analogam ente 

(3 0 ')

Così pure risulta

/

I ' 5co3 dS __ f
J ~ ~ ~ J

dx da
M

3  — r
dx dS ,

9co3 I dS 
dy \a r KB dy

(31)

/

a2 ̂ dS _  f dp 3a; der / dp *
a# dt a r J _ dt _a dn r J L 3/ .a a*

a s

' d*p ^ dS _  f dp i Sy da /* dp * 3 -
dy dt * r ~  J L a/. a dn r J _ a*_Ö dy

dS .

dS

d S .

Osserviam o ora che se poniam o

i « y , ^ , 0 = J [ 9 L —  ,
S

per le proprietà dèi potenziali di volume abbiam o

ri 3 -
SI _  3 [9 ]- i , r„i > h c  M 1

sp  -  h r p  +  = 1 1  —dx' ar : dx' ■dS =

. r dq>
cp+ 3x‘- d S [9 ]

a —
* r

dx dS

23. — RENDICONTI 1968, Vol. XLV, fase. 5.
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e quindi

(32) i [?!? - -ä T dS =  - 4 r l l ^ ' —
s s

Tenendo conto delle relazioni (30),-(30'), (31) e (32), le equazioni (28) 
e (29) diventano

 ̂ i

4 7zu {x , y  , z  , f) =  [u]t

. 3 f r , dS , i
+ V 7  ! [“ a]« —  +  7*7

dn
_ M du ' Hrr___  / [«3]r  1dn _ ( ^  0 1

Æ J J
0

dp dx da _  9 f dp
[d t  j a dn r J dt _

dy da
dn r  *

dS
a r

(33)

+
ax
3 t

3-L
4 TZV (x ’, y ' ,  z \  t) =  J  I [>]*

O

r  /  M

dS
r

> da -T / [û)3]â

3
dx'

dS i
1 r  ‘ a2 p

dp 3jy 3a
-  3 f

dp
~ d t. « 3 ^  r 3 /  I dt _

dx da
dn r

ds
j +r

+ i j
9Y_1 _3S_ 
dt L r

che sono le formule che volevamo stabilire.
È utile ancora osservare che, essendo il punto P ' (pc' , y r, z') interno alla 

superficie cr, si ha

3 f r i  dx àa 
7 [ » ]«dx‘ dn r

i
ar

dr dx I r 1 dx ^ T ) J
dt L W  ' I n  +  ^  ' d<7 —a« 3.v

M a +
0  ̂ox r

dt \a\ dn dx‘—  d a  = [u]* - f -  —  d(T
L J d n  OX

cioè

a f r  -, 3;r da
-  M-. -dn r

con due formule analoghe scambiando x  con y  e con z. Sommando membro 
a m em bro queste tre formule si ottiene

_ i

f  M * “ ä“  der =  —  divp, J  [u]a n
da
r

dove n  è il versore della norm ale interna alla superficie cr.
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Le equazioni (33) si possono pertanto m ettere ancora sotto la forma

du

(34)

4 n u ( x ' , y ' , s ' , t )  =  — divp, J ' \ u \ „ n ~  —  J
O G

1 3 f  r -1 ds , 1+  -jv / [“ sL —  +  ^

3?z
da

a r

a *  p j
dp dx da fi d s) , X  f dX
dt a dn r 1

9x' JO ["Vj a r 1 a2 J . 3/

[“ 3]« /  —  +

dS
a r

4 »  (* ', y , c  / ) — di v  J k  » £ f  [ i ^  + f M  *  ±
a a g

9
dx‘

dp dy da 3 f dò dS ) i f ~3Y
~dt a dn r dy' J dt a r j ‘ a2 J [ dt

dS
a r

5- Dalle equazioni (33) possiamo ora ricavare facilmente u n ’equazione 
integrale per la com ponente co3 di rot v, osservando che

«3 (*', ÿ ,  z', i) =  v ( x \  ÿ ,  z', t) —  — u ( x \  y' ,  e', t).

Si ottiene così

(35) 4 TCC03 ( x ' , ÿ ,  z ' , t) dx'
M* —L____ _L [ A
L L 3n r dn dïï-

3 / M Î
i r 3 u
r dn 3 n r

dx' 27z~ +
32

3 /2
dS
r

dp 3_y da 3 f
#2p ( dx' J 1 dt J a dn r 3 /  1

dp ] 3jr da
dt J a dn r +

J _ | j _  i - 3Y ' dS j _  r
a2 1 dx' J . ^  . a r 3j/' /

3X j dS ) 
dt \a r \

S S

Poiché il punto P ' ( / , / , / )  è interno alla superfìcie c f ricaviam o

9 —
i f I M dn da = 3

dx'
, r dv 

V +  ~a V

3-L 32-

3« +  ^ * w w ^ da

32 2 ~ 9”  àr r
dx' dn

r* 3 2 --
rd° + j  w.* i s f L .

e analogam ente

32 u
dt2

dr r
a dy' dn rda  +  / \u\

32 _  
* r

dy' dn d<7 .
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Sottraendo e sostituendo nella (35) si ha facilmente

(36) 4 <y, y , y , o = ̂  j [ 5 ] J -  | - <•.

m :

9
dx‘r (

dv da

r [*]ì r  1
dx dn dy dn 1

' du ‘ do S>
dx'3/  J 

0
dn a r

der

dx der
dn r +

dy de? 02
+ iÿ~ ) ifc V — + 9/̂ ) j t“3t

s

dS
+

+

o

_ i_  S J L
a2 p ( dx'

dp dy do dp
_ dt \ a dn r —  dy' / dt _

dx do )
dn r i '

+ ä2 ì dx'
dY  j dS
dt ja T

d
d ÿ

ax
dt

dS
a r

che è u n ’equazione che va associata alle (34).


