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Geometria. — Alcune considerazioni sugli spazi di Norden.
Nota di MiuaIL. St. Borez—PrrrRE STAVRE, presentata ® dal Socio
)
E. G. TogrLiaTTI.

RESUME. — Les auteurs établissent quelques relations entre les espaces de Norden
N, et N,, pour obtenir une correspondance conforme et trouvent les formules de toutes les
correspondances générales entre ces espaces.

En considérant les espaces de Weyl, W, et W,,, ils trouvent que deux espaces W, et
W, sont en correspondance conforme si les tenseurs de courbure sont correspondants.

I. — Si sa che uno spazio di Norden differenziabile X & munito di:
@) una coppia di connessioni simmetriche I'; , Gz,
) uno pseudotensore g;; = g,;, non degenere,
¢) un vettore o, covariante verificante la relazione:

(1.1) 8iyie = 29 8y

ove g. .. ¢ la derivata covariante mista di g;, [2].
(7)) | & . . . 7
Lo spazio considerato sara denotato con N, (¢, o, ', G).
E stato provato [2] che un N, (g, @, I', G) pud essere considerato come

uno spazio di Weyl, W, (¢, »,v), ove:
(1.2) Ve = % (T + Gja)

munito in pitt di un campo di pseudotensori:
(1.3) Gegin=%u ; Gi=Gp—Th
con (= (i € reciprocamente.

L’importanza di questa proposizione emerge dal fatto che in qualche caso
¢ pitt adatto studiare le proprietd di un N, con laiuto degli spazi W,. Da
questa osservazione segue una nuova dimostrazione del

TEOREMA 1. Le connessioni G]Z:k coniugate con I‘;/( relative a g;;, possono
esprimersi unicamente con g;; e 1"]’:,5.

Infatti, se N, (g, ®,I',G) ¢ considerato al pari di un W, (g, », ),
nelle dette condizioni si ha che:

. Z' . i i
(1.4) Y;k:;]' ég—S}wk*5é0’1‘|‘gjﬁw
(1.5) i = 20 &y ; Cijk = c(z’jl»)
ove con ,,;” s’intende la derivata covariante rispetto a Y;/e'

(*) Nella seduta del 19 novembre 1968.
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Si ha dunque:

I
(I‘6> Wy == glmg[[m]k]

n—1
Applicando la relazione:
Gr=2v— T}
e considerando le (1.4) e (1.6), abbiamo:

(1.7) Gh=z[].",

; i 4l i
—Sjo)k—&mj{—gijg o, — 1.

Se in quest’ultima relazione si fa la sostituzione di w, con (1.6) abbiamo
proprio il teorema proposto.

2. — Siano gli spazi di Norden, N, (¢, ,I',G) ed N, (g, ,[',5),
che possono essere considerati come spazi di Weyl W (g, o ,v) e W (g, o ,¥)
con:

Z;‘jk = c(zjk) € Cz’ﬂz = C(z’jk)'

Diremo che: due spazi di Norden N, ed N, sono in corvispondenza con-
forme se gli spazi di Weyl W, ¢ W, sono nella stessa corvispondenza.

Si sa che la condizione necessaria e sufficiente perché due spazi di Weyl
risultino in corrispondenza conforme & che:

(2.1) g‘zj = églj
(ove £ = ¢" se g,; ¢ definito e positivo).
Se si pone:
(P;'é :“7;/}—“{;% ; tjl'k = Fjl'kwl_‘jl'é ; %;lz = C}k—G;'ze

(ed anche le formole corrispondenti per: L, ¥,¢ e G) siccome:

i : 1 o . i : I o;
Ui = v — 5 SR Gz = Y + Y e
abbiamo:

i I 2 7
% e =5 G + )
(2.2) ?
[ A =0 — G = — 25 (con Apj = o).

Poiché W, ¢ W, sono spazi di Weyl, si pud cambiare g,; in modo che:

37‘7:5 i
/&) 7 4

dunque da (1.4) si puo dedurre:
(23) Gi=—8p— 8+ a2 (#r = 0z — o)

ove p;, ¢ il vettore della rappresentazione conforme che non dipende da Sij
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Considerando anche le relazioni (2.2) e (2.3) si trovano le relazioni:

=T — 8 py— Szpj"‘"gjkpi"’“‘;_Afk
(2.4)

el

= ;k_‘sjﬁé_sgﬁj""gjkpi—i'%Azk

Dunque per quanto precede si trova il

TEOREMA 2. Se #a N, n eSiste una corrispondenza conforme, allora
tutte le trasformazioni generah sono date dalle formole (2.4) ove Al & un tensore
arbitrario con la proprietd A[v,;?] = 0.

Sia L, uno spazio con connessione affine riferito ad un sistema locale
di coordinate (x%) ed L, uno spazio similmente con connessione affine riferito
ad un sistema locale di coordinate (%), e siano Yy, (%), Y5, (%) i coefficienti
delle connessioni degli spazi L, ed L,.

Supposto che fra L, e L, sussiste una corrispondenza biunivoca e rego-
lare di classe C™:

(3.1) W= atoa) ;o det| 25 o
or/ |

si puo considerare le (3.1) come un cambiamento di coordinate in L,, cosic-
ché i punti corrispondenti sonc:
M (x%) er, < M (&%) ef,

e i coefficienti delle connessioni saranno: Y% (x), Y (x).

Denominiamo questo sistema di coordinate (x*) al quale abbiamo riferito
gli spazi L, e L,, sistema corrispondente.

Cosi, due tensori saranno denominati corrispondenti per questa applica-
zione se le loro component1 nel sistema corrispondente sono uguali.

Se Y (%) = Yy (%), l'applicazione L, <—> [, sard detta affine.

Si realizza una trasformazione di connessione se I‘,g(x):iz T ().

Due connessioni saranno dette coparallele se hanno lo stesso parallelismo
delle direzioni e se:

—7 Z z
(3-2) Yie = Y + 28V,
ove V, ¢ un vettore covariante arbitrario. La relazione:

(3-2>’ Yl/k — Sh J‘k - 311/5

¢ un invariante per le trasformazioni (3 2) di connessione.

Da (3.2) si deduce che se yj e ¥j sono anche simmetriche ¥i = vi,
I'applicazione precedente ¢ affine. Questa proprieta ¢ reciproca. La condizione
necessaria e sufficiente perché fra gli spazi W, e W, sussista una corrispon-
denza biunivoca regolare ¢ espressa dalle (2.1).
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Se -w;, YJH sono i tensori di curvatura, B,;, B,, i tensori di Bianchi e
Y],y = Y;u nei punti corrispondenti, allora:

Z o7
Jjpr =
Siccome per uno spazio W, di Weyl sussiste la relazione:
gz'j;k 2 mk gzj

scrivendo le condizioni di completa integrabilitd abbiamo:

(3-3) S gn + Vg =0 5 UG+ u & = o0.
Siccome:
abbiamo:
(34 B B + s Biy = 0
Quindi nell'ipotesi che X, = || Sj’HH sia un sistema di trasformazioni
lineari irriducibile, in tal caso il sistema:
(3-5) S X + 3y Xy =o

¢ compatibile con soluzioni determinate allinfuori di un fattore.
Siccome la (3.5) ¢ verificata da g;; e g,; segue che:

(36> gz‘j: eQng'j
e quindi segue’ il

TEOREMA 3. Se ¢ tensori di curvatura ij;, ?;,é; Sono corvispondenti, allova
W, e W, sono in corvispondenza conforme ed abbiamo la relagione (2.4) per
gl spazi N, ,N,. :

4. — Ammettiamo che nei punti corrispondenti abbiamo Yo = Y.
Calcolando Y. , *{]Hm e tenendo presenti le identitd di Bianchi,
abbiamo:

4.1) Vit Pom T Vi P+ Vit 90 = Vi @+ Y2 05 + Y 9

e tenendo conto di (2.3), la relazione precedente diventa:

(@2) 0 Yur o+ 8 Yiim Do+ 3 Vint D = Yot &om 2+ Yim £ 2+
+ Vit a1 2 — (et &im 2 A Yotm & 5+ Yot €1 )

ove si € posto: p' = g% p,.

21, — RENDICONTI 1968, Vol. XLV, fasc. 5.
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Moltiplicando la (4.2) per ¢ e sommando rispetto a ; ed /, segue che:
(4-3) S Yoke D= 8 Yo 8" Yiom D = Yt o ' —
- Ysm st Pi + Bmk PZ + (ﬁ - 2) Y.lvbm PS:

. 74 ; . . . .
ove si & posto Y. = Yju g, € ove B, = Yim & il tensore di Bianchi.
Se adesso si introduce la contrazione 7 = 2, is ha:

(44) %Yfk- px - be ?: - Ysk P::Yfk- P: - Y.:m &5k pm—l_Bmk pm+<% - 2) R-Vk Ps )
ove R; ¢ il tensore di Ricci.
Siccome:
Bmk = Rém - Rmk

abbiamo che:

e —3)Yr s+ Yom a2 — —3) R, p” — Ry, p”" =0

o anche:
4.5) (2 —=3) Yome + Yo g 8" — (n—3) R, 71§ =0
donde si ricava subito il seguente

TEOREMA 4. Se due spazi W,, e W,, hanno nei punti corrispondenti Np = Yo
con n>3 ed il rango |Ay| = n, allora W, ¢ W, sono coparalleli. (Con |A}|
si ¢ denotata la matrice di (4.3)).

Se W,=V, e W,=V,, ove V, e V, sono spazi riemanniani, tenendo
conto che B,, = o, emerge facilmente la seguente relazione:

Rmb = R.ém
Rmb ?m i Ysk P&

Yom & 2" = Ya. s
dunque la (4.5) diventa:

(4.6) 2(n—2)Y 4. p,=0

e visto il teorema 4, se il rang [yi;.| = #, abbiamo p, =0 e quindi anche V,,
e V, sono coparalleli; e riesce g;; = Ag;;, con % = costante.

5. — Se ora si pone la definizione:
Due spazi di Norden N, e N, son detti coparalleli se gli spazi di Weyl
W, e W, corrispondenti sono coparalleli, tenendo conto del teorema che se

W, e W, sono coparalleli sono anche in corrispondenza conforme, abbiamo
subito il

TEOREMA 5. Se due spazi di Norden N, e N, sono coparalleli essi sono
anche conformsi.
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Se N, e N, sono coparalleli, poiché ¢}, = o risulta Uy = — % e tenendo
conto delle relazioni (2.4), abbiamo anche:

e z I i

S =1 —— 2"

(5-1) . _ ,

( Gie = G+ — A

dalla quale segue il

TEOREMA 6. Le trasformazioni di conmessione tra due spazi N, e N,,
sono individuate dalle (5.1) ove Ay & wun arbitrario temsore ¢ Ajp = O
; ‘
i A = &ji Al
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