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Geometria. — Zguivalenza tra gli assiomi di completezza e conti-
nuita nelle rette archimedee. Nota di Eprson Farau, presentata
dal Socio M. Picone.

SUMMARY.—It is proved, without using real numbers and properties of the plane, that
in an archimedian line, in which only the axioms of order and congruence are introduced,
the classical axioms of continuity of Dedekind and of completeness of Hilbert are equivalent.

Se si introduce, facendo uso della Teoria degli Insiemi @, la nozione
di refta, in senso pili debole di quello abituale e cio& con i soli assiomi dell’or-
dine e della congruenza, quali esposti, per esempio, in Hilbert [1], si pud
dare una formulazione assai spontanea al cosiddetto Assioma della Continuita
di Dedekind (Assioma (D)).

Questo assioma, nelle rette archimedee (rette che soddisfano all’assioma
di Archimede circa la ripetizione di un segmento dato) & equivalente a quello
di Completezza di Hilbert (Assioma Ve, in [1]), qui chiamato Assioma (H).
Questa equivalenza si pud dimostrare usando i numeri reali, quando si ammette
che, in una retta archimedea, ogni segmento pud essere diviso in un numero
qualsiasi di segmenti congrui tra loro.

Ci proponiamo di stabilire questa equivalenza, sensa wuscire dalla retta
e semza l'uso dei numeri reali @,

I1 nostro obiettivo ¢, in primo luogo, di dare una formulazione precisa
alla questione e, in seguito, risolverla.

Cominceremo coll’introdurre la nozione di refza, nel senso sopra in-
dicato.

§ 1. — RETTE E SOTTO-RETTE. RETTE ARCHIMEDEE.
AssioMA (H) pr COMPLETEZZA DI HILBERT.

I. —Sia R un insieme i cui elementi saranno chiamati punti, e consideriamo
una relazione binaria 7 tra gli elementi di R ed RXR (prodotto cartesiano
di R per R) in cui

xn (¥, 2)

(*) Nella seduta del 19 novembre 1968.

(1) Ci si pud, ad esempio, fondare sulla teoria assiomatica di Zermelo—Fraenkel [3]
pp. 8-22. (Nel presente lavoro, gli assiomi della scelta, di sostituzione, di regolarita ed anche
I’assioma d’infinita, non sono essenziali).

(2) La questione di stabilire tale equivalenza in questo modo ci & stata proposta dal
prof. Benedito Castrucci, del’Universitd di San Paolo.
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silegge: «x & (0 si trova) tra y e 2, e supponiamo che siano verificati gli assiomi:

I'-3. R possiede almeno due punti distinti;

IT'-1. Se x, ¥ e 2z sono punti di R in modo che x sia tra y e z, allora
L punti x, ¥ e z sono tutti distinti e x ¢ tra z e . (In simboli: an (y, 2)
implica x ==y ,x3=2,y=Fz e an (2, ).

II'-2. Dati, in R, due punti distinti qualsivoglia, x e y, esistono punti
z ew di R in modo che z sia tra x e y, e ¥ tra x e w;

IT'-3. Dati, in R, tre punti tutti distinti, allora uno e soltanto uno
di questi ¢ tra gli altri due;

II'=4. Dati, in R, quattro punti tutti distinti, ¢ sempre possibile
disporli in una successione (x1, 5,3, %,) in modo che x, sia tra X1 € g
e tra x; e x4, € x3 sia tra x; € x4 € tra X9 € Xy4.

Diremo, allora, che n ¢ un ordine «tra» (oppure, un ordine originale)
per l'insieme R; e questo si dice dotato dell’ordine (originale o «tra » .

Una conseguenza degli assiomi di cui sopra & la seguente: Se 7 punti x
¥,z ewdi R sonotali cheyétraxez edzétray e w, allora, z é tra x ¢ w.

Nota. — Gli assiomi II'-2 e II'-3 non differiscono dai corrispondenti
II,2 e II,3 in [2]. Le condizioni in pit che si esigono in II'-2 e II'-3,
rispetto agli assiomi 1Is e I3 di [1], cosi come I'assioma II'—4 (che in [2]
¢ II,4) appaiono, in [1], come conseguenza di altri assiomi, relativi al
piano, e percid non saranno usati in questo lavoro.

2. Segmenti e sesioni determinati da un punto di R.

Definizione. — Dati i punti a e & di R, si chiama segmento di R, di
estremita @ e 4, I'insieme dei punti di R situati tra @ e 4. Il segmento di
estremita @ e 4 ¢ simbolizzato da @b oppure da éa. Un punto di R si dice
interno oppure esterno al segmento ab secondo sia o no tra a e 4.

Per definire la sezione di R determinata da un punto di R, dimostriamo,
in primo luogo, il

TEOREMA 1. — Se m ¢ un punto di R, esistono gli insiemi My e Mg,
contenuti in R, che soddisfano alle seguenti condizioni:
Ia. MinMz = @;
2a. Dati ¢ punti qualsivoglia, x ¢ y di R, allora m ¢ tra x ¢ y quando
e soltanto quando x € N1 ¢ y €My oppure x € My ¢ v €M1. Inoltre, se Mj e M,
sono sottornsiemi di R nelle condizioni di My e Ms, allora Mi=M; ¢ Mj = My
oppure My = My ¢ Mj = M.

Dimostrazione. — Per dimostrare Desistenza dei sottoinsiemi M; e Ms
nelle condizioni di cui sopra basta considerare un punto qualsiasi 4 € R
distinto da 2 e prendere, per esempio, come M;i, linsieme formato dai
punti x di R per i quali 7 ¢ tra x e 4. Ponendo Ms = R (M1 U{m}), le due
condizioni sopradette saranno soddisfatte. Infatti, in primo luogo, & chiaro
che MiNnMsz = @, ed anche che MjUMs = R — {m}. Essendo, ora, x e y
due punti qualsiasi di R, tali che » sia tra x e y, e supposto, per esempio,
x €My, si avra y €Ms. Infatti, se ¥ = 4, non vi & nulla da verificare, poiché
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6 €M, se y =204, i punti x, ¥, m e & saranno due a due distinti. Allora,
d’accordo con I'assioma 11’4, le uniche successioni in cui possono essere disposti,
compatibili con il fatto che 7 & tra x e 4 e tra x e y, sono le quattro seguenti:

(x)m,y)é>)<x’m?é)y>)<y)b)m)x> € <6,y’m)x>'

Siccome in nessuna di queste 7 & tra y e 4, si avra y € Ms. La reciproca si
verifica in modo analogo, osservando che le uniche successioni compatibili
con il fatto che » & tra x e 4, e non tra ¥ e &, sono precisamente le quattro
di cui sopra.

Supponiamo, ora, che Mj e Mj siano pure sottoinsiemi di R nelle con-
dizioni di M; e M. Prendiamo un punto x di Mj. Siccome MjUM;=R — {m},
x sara in M o in Mj. Supponiamo x €M;. Allora, se per esempio ¥ € My
e y €My, si avra necessariamente ¥ € My; quindi 2 sarebbe tra x e ¥, donde
¥ € Mg, cid che & assurdo, poiché M; e Mz non hanno punti in comune.
Analogamente, se y €My, si avrd pure y € My. Percid Mj=M; e, di conse-
guenza Mp=M; . Finalmente, supposto x € MiN My, si prova, in modo ana-
logo, che M1 = M3 e Ma=Mj. Il Teorema ¢ dunque dimostrato.

Ognuno dei sottoinsiemi My e Ma di R, cosi determinati dal punto ,
¢ ovviamente non vuoto, e si chiama sezione di R determinata da m (oppure
di origine ). Cosicché ogni punto » di R determina due e soltanto due
sezioni di R, di origine 7 (ciascuna di queste sezioni si dice opposta all’altra),
E chiaro, percio, che se & ¢ un punto di R, distinto da 7z, esiste un’unica
sezione di R, di origine 2, alla quale & appartiene.

3. Congruenza. — Consideriamo ancora la relazione di congruenza, =,
fra i segmenti generici xy e zw di R (ove

xy = 2w

si legge «xy congruo a zw») che soddisfa agli assiomi:

IIT'-1. Dati i punti x,y di R, con x=Fy, si ha sempre xy = xy;
oltre cio, essendo x' un punto qualsiasi di R, esiste, in ognuna delle sezioni
di R, di origine x', un unico punto, 3, tale che xy = x'y’;

IIT'—2. Se xy, x'y" e 2''y" sono segmenti di R tali che x'y' = xy
e x''y"'= xy, si avra x'y = x''y";

ITI'-3. Se x,y,2,x',¥" e 2’ sono punti di R tali che y sia tra x e z
y' tra x' e 2/, ed ancora

xy =2y e yzr=y9'27
st avra xz = x' 2.
Cid posto, diremo che le relazioni 7 ed = definiscono sz R una struttura
lineare.

Definizione. — Chiameremo 7effa I'insieme R dotato di questa struttura
lineare @). Le relazioni m e = sono rispettivamente Vordine originale e la
conghuensza della retta R.

(3) Naturalmente, in mancanza di altri assiomi, questa « retta» & ben lungi da essere
una retta nel senso abituale.

20. — RENDICONTTI 1968, Vol. XLV, fasc. 5.
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Semirette. Sia m un punto della retta R e consideriamo le due sezioni
My e Mz, di R, di origine 7. Ponendo allora A =MiU{m} ¢ B= MU {m},
ciascuno degl’insiemi A e B & cio che si chiama semiretta di R, di origine m
(ognuna si dice opposta all’altra). Un punto x di R si dice interno alla semi-
retta A (oppure B) se x € My (rispettivamente, x € My); x si dice invece
esterno ad A (oppure a B) se x € A (rispettivamente, x € B).

Dati i punti x, y e x’ della retta R, se y ¢ tra x e #/, ed ancora xy = zy’,
diremo che x ed x' sono simmetrici (ognuno simmetrico dell'altro) rispetto
ad y. Risulta, dall’assioma III'-2, che dati due punti qualsiasi di R, x ed v,
con x ==y, esiste un unico punto x’' di R che & simmetrico di x rispetto
ad y.

In seguito ammetteremo tutte le conseguenze degli assiomi relativi
allordine originale ed alla congruenza della retta R, menzionate in [1],
aggiungendo, inoltre, anche la seguente, che sard opportunamente usata:

TEOREMA 2. — Se 7 punti x ,y,2,x',y" e 2" di R sono tali che y ¢ tra x
ez, v tra x' e 2, ed ancora

xy=2x"y e xz=x7,
st avra yz = y'z'.

Dimostrazione. — Si consideri nella sezione di origine 3’ alla quale 2’
appartiene, il punto 2" tale che yz = y2" (assioma III'-1). Dall’assio-
ma III'-3, xz = x'2"". Ora, dalla simmetria e transitivitd della congruenza
(che sono conseguenze degli assiomi IIl'—1, ITI'—2, II1'-3) si ha: x'2' = x'z"/,
dove, essendo 2z’ e 2" della stessa sezione di origine x', si ha, da III'—I,
che 2’ coincide con 2. Percid, da yz = y'2" risulta, infine, yz == y'2’.

Osservazione. — Se nel Teorema di cui sopra avessimo supposto
xy = y'2’ invece di xy = x'y’, avremmo concluso che yz = x'y’. Difatti,
siccome xz =2z'x" ed ¥ & tra x e z mentre y & tra 2 e ', allora, dal
teorema dimostrato, si ha yz = y'x" = x'y".

4. Retta archimedea. — Sia R una retta che soddisfa al seguente assioma:
V'—1 (Assioma di Archimede). — Dati i punti x, ¥ e z di R, con y
tra x e g, esiste un z—pla (%, ---,x,) (% > 2) di punti di R tali che:
X1=x, %2 =Y,

g1 € 1A X; € Xppo , B Xpyp1= X1 X0 (I <i<m—1) ez & trax ez, @,
5. Sottorette. — Siano R ed S due rette, con R C S, e supponiamo che

I'ordine originale e la congruenza di R siano #ndotfe rispettivamente dall’or-
dine originale e dalla congruenza di S (cioé, dati i punti x, ¥ e # di R, x stara

(4) Quest’enunciato &, in sostanza, quello dell’assioma V, menzionato in [1], il quale
& equivalente al Vi di [2].
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tra y e z nell’ordine originale di S; analogamente, dati i segmenti qualsiansi xy
e zw di R, xy sara congruo a zw nella congruenza di R quando e soltanto
quando il segmento di estremi x ed y di S ¢ congruo, nella congruenza di S,
al segmento di estremi z e w di S). Diremo allora che R & una sotforetta di S.

Nota. — Essendo R una sottoretta della retta S, e xy un segmento di S,
dove x e y sono punti di R, allora il segmento di R, con gli stessi estremi,
sara 2y N R. Per comodita useremo la stessa notazione, xy, per indicare il
segmento di estremi x ed y, tanto di S come di R, poiché il lettore avri
sempre qualche indicazione per evitare ambiguita. Cosl, per esempio, essendo
= ed = le congruenze di R e di S, rispettivamente, considerando i punti
x,y,zewdi R (x :}:"y , 2 5=w), allora, quando si scrive

xy = 2w oppure xy=w,

si trattera, naturalmente, nel primo caso, di segmenti di R, e, nel secondo,
di segmenti di S.

6. Insieme denso in una retta. — Un insieme A di punti di una retta R
si dice denso in R, relativamente all’ordine originale di R ®), se dati due
punti distinti qualsiansi, x ed ¥, di R, esiste, in A, un punto tra x e y.
Se A ¢ una sottoretta di R, ed ¢ un insieme denso in R, diremo, pit1 sempli-
cemente, che A & una sottoretta demsa iz R.

7. Retta H-completa. — Una retta archimedea R si dice H—completa
(oppure completa secondo Hilbert) se soddisfa al seguente assioma:
(H). — Non esiste nessuna retta archimedea S==R della quale R
sia sottoretta. (Detto in altro modo: R non ¢ sottoretta propria di un’altra
retta archimedea).

8. Ordine abituale compatibile con un ordine «tra». — Fissiamo un ordine
«tra»' per Uimsieme R e consideriamo, su R, una relazione di ordine nel
senso abituale (cio¢, una relazione riflessiva, antisimmetrica e transitiva),
che indicheremo con <). Diremo, allora, che lordine < e I'ordine «tra »
(ossia, lordine originale) per R, che abbiamo fissato, sono compatibili
(ognuho compatibile con l'altro) se, per punti qualsiansi x, ¥ e z di R, » &
tra ¥ e z (nell’'ordine originale) quando e soltanto quando ¥ < x <z oppure
7 <x <y. E ovvio che se un ordine o & compatibile con l'ordine originale
sopradetto, allora w & un ordine totale (cio¢ per qualsivogliano punti x e y
di R si ha: xwy oppure ywx); inoltre, I'ordine opposto ad  sard anche
compatibile con quell’ordine originale. Inoltre si ha il seguente

TEOREMA. — Dato un ordine originale v per I'insieme R, esistono due
e soltanto due ordini (abituali) su R, uno opposto all'altro, compatibili con .

(5) Per comodita, sopprimeremo Pespressione « relativamente all’ordine originale di R »,
a meno che cio possa dare luogo a confusione.
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Dimostrazione. - Per provare 1’ esistenza, consideriamo, in R, due
punti distinti 0 ed «. Dati, in R, i punti x ed ¥, porremo ¥ < ¥, se e solo se:
1) x = o oppure appartiene alla sezione di origine o che non contiene #,
e y appartiene alla sezione di origine x che contiene #;
2) x = 1 oppure appartiene alla sezione di origine z che non con-
tiene o, ed y appartiene alla sezione di origine x che non contiene o.

Si verifica, allora, facilmente, considerando i diversi casi, che la rela-
zione x <y ¢ un ordine totale su R, compatibile con l'ordine originale 7,
e succede lo stesso, percid, con l'ordine opposto a <.

Proviamo, ora, che esistono solo due ordini totali, uno opposto all’altro.
Siano, infatti, < e = ordini su R compatibili con l'ordine originale 7.
Fissiamo, in R, due punti qualsiasi 4 e ¢ con & < ¢, e supponiamo, in primo
luogo, 4 = ¢. Prendiamo un punto qualsiasi x di R. Se x < 4, allora 4 sari
tra x e ¢, poiché & <c¢; percid, x =6 =c¢ oppure ¢ =54 -=x; siccome
quest’ultimo caso non si verifica, si ha x *4. Se b6 <x < ¢, x sard tra &
e ¢, e quindi 6 =x = ¢ (poiché non pud essere ¢ =<x —=¥&); percid, b = x.
Finalmente, se ¢ <x, allora ¢ sara tra 4 ed x; e come & ¢, si avrd pure
¢ =z, donde 4 *x. Riassumendo, per ogni x di R si ha x =4 se e sol-
tanto se x < 4. Prendiamo, ora, in R, i punti x ed y in modo che x, y e &
siano due a due distinti e supponiamo x <y. Se ¥ < 4, allora y sara tra x
e 4, donde l'unica alternativa relativamente all’ordine = & x =y <=4. Se
x < b <y, allora potra essere soltanto x =& =, donde x <= y. Finalmente,
se b <x, x sara tra b ed y, donde & <x <y (poiché non si pud avere
¥ =x b Riassumendd, pér punti x ed y qualsiansi di R, si avrd x <y
quando e soltanto quando x =y, e percid gli ordini << e = coincidono.

Supponendo, invece, ¢ <4, allora, essendo o l'ordine opposto a <,
si avra bwc; quindi, siccome b==¢, ne segue, dal risultato di cui sopra,
che < e o coincidono. Il Teorema & cosi dimostrato.

Osservazione. — L’assioma V'-1 ¢ equivalente a quest’altro (ove < &
un ordine compatibile con I'ordine originale di R):

V'~1. Dati, in R, i punti x,5,2, con x <y <z esiste una 7—pla
(%1,-++,x,) (> 2) di punti di R tale che

X=X, X =Y, X1 < i, LA =X Ay (I < i<n—1) e 2<ux,.

Dimostriamo che V'’—1 implica V'—1 (I'implicazione nel senso opposto
¢ immediata). Supponiamo, infatti, ¥ tra x e z nell’ordine originale di R.
Ora, se x <y <z non vi & nulla da provare. Se invece 2 <y < z, essendo =
lordine opposto ad <, avremo x—y-<z, donde basterd applicare V''-1
relativamente ad <.

9. Confronto di segmenti. — Dati i segmenti ab e ¢d della retta R, diremo
che ab & minore (strettamente) @i cd, e scriveremo ab < cd oppure ¢d > ab,
se esiste un punto &' tra ¢ e & tale che @b = ¢d’. Si vede facilmente che:
se i segmenti ab, a'b’ ¢ cd di R sono tali che ab = a'b' oppure ab < a'b',
e a't’ <cd, allora ab < cd. D'altra parte, qualungue siano i segmenti non



[147] EDISON FARAH, Egquivalenza tra gli assiomi di completezza, ecc. 263

congrui ab e cd di R, si ha sempre: ab < cd oppure cd < ab. Infatti, esiste,
nella semiretta di origine ¢ che contiene &, un punto &' tale che ab = cd’.
Dunque, se &' (che non pud coincidere con &) si trova tra ¢ e &, allora ab < cd:
se, invece, & si trova tra ¢ e &', allora ¢d < ab.

Finalmente, dati i punti a,b,c,a’ 6 ,c' di R, conbtra aec, b tra a
e ¢, tali che ab = a'b' ¢ be < b'c', allora si ha ac < a'c'. Infatti, esiste, in R,
un punto ¢ tra 6’ e ¢’ tale che bc = &'c". Percio, siccome ac = a'c’ (assioma
III'-3) e ¢" ¢ tra @' e ¢/, si ha ac < a'c.

10. Sottorette di wuna vetta archimedea. — Un risultato che pud essere
considerato come fondamentale in questo lavoro ¢ quello espresso dal
seguente

TEOREMA. — Data una retta S ed una sua sottoretta R, affinché S sia
archimedea é necessario e sufficiente che R sia archimedea ¢ densa in S.
Considereremo dapprima i due lemmi seguenti:

LEMMA 1. — Se R ¢é wuna sottoretta di una retta archimedea S, dato un
punto qualsiasi m €S esistono, in R, due punti x ed y tali che m si trova
tra x ed y. Inoltre, R é pure archimedea.

Infatti, siano = ed = le congruenze di R ed S, rispettivamente, e
consideriamo un ordine totale < compatibile con l'ordine originale di S.
E chiaro, allora, che l'ordine indotto da < su R & pure compatibile con
lordine originale di questa. Prendiamo, ora in R, i punti @ € 4, con a < b.
Se m gia si trova tra @ e 4, non vi & nulla da provare. In caso contrario,
avréemo le due alternative: 4 < oppure 7 < a. Ammettiamo la prima e
consideriamo la 7—pla (x1,--,x,) (z > 2) di punti di S tale che:

X1 =a,%="0,%1<Zipg, X, i1 =1 xirs (1 <i<n—1) e m<x,.
Siccome 1, 42 € R, allora, dall’assioma III'-1 (per la congruenza =) e dal
fatto che R ¢ sottoretta di S, ne segue che x, € R per é=1,---,7; quindi,
bastera prendere x = a e y = x,, . Se invece 7 < a, essendo (¥, - -, ,,) (2 > 2)
una #z—pla di punti di S, con y; =104,y = a,y,1 tra ¥; € Viig, Vi Vie1 =
=¥1 Y2 (1 <i<m—1) emtray, e b, avremo y,<m, donde basterd
prendere x =y, e y = 4. Finalmente, dato che si pud prendere 7 in R,
risulta che questa ¢ pure archimedea. I1 Lemma 1 & cosi dimostrato.

LEMMA 2. — Séano R wuna retta (archimeda o no), < wn ordine compa-
tibile con I'ordine originale di R, a ¢ b due punti di R, con a < b. Allora, per

ogni intero m > 2 esiste una n—pla (x1,- -, x,) di punti di R che soddisfa alle
condizioni
(a=x <rm< - <x,<b;
69) e _ _ _
X1 X = XogXg == Xy—-1%,.

Invero, sia P la proprietd del numero naturale # > 2 secondo la quale
esisté la n—pla nelle condizioni di cui sopra. Poniamo x; = @ e prendiamo,
in R, i punti z e x2 in modo che:

<2< b, x1<xy,x,%5< a2 € x1 %5 < 2b.



264 Lincei — Rend. Sc. fis. mat. e nat. — Vol. XLV — novembre 1968 [148]

(Come si vede facilmente, esistono, certamente, i punti 2 e x, nelle condizioni
di cui sopra). Essendo, allora, x3 il simmetrico di x; rispetto ad x2, la terna
(%1, %5 , x3) soddisfa alle condizioni (y), e percid, P & vera per %= 3. Suppo-
niamo, ora, che, per il naturale » > 2 esista la #—pla (x,- -, x,) nelle condi-
zioni (y), e consideriamo i punti ¥;, ¥, , 3 di R per i quali si abbia:

@ =Y1<Ye<Y3<X3,V1¥s = V2 ¥s3

(cio che & possibile visto che P & vera per # = 3). Possiamo allora formare
la (n + 1)-pla (¥1, -, ¥, ,¥»r1) di punti di R, in cui ogni y, & il simmetrico
di y,;_g rispetto ad ;4 (Z =3, -+, z+1). Questa (724 1)-pla verifica, ovvia-
mente:

a=y1<Ye<r <Yuy1 € V1V2 =Y V3 ="""= ¥, Vut1.

Oltre cio, si ha y,.;< x,, poiché al contrario, essendo 2 il piti piccolo degli 7
per i quali y,,1>x;, si avrebbe p>2,y, ;> Xy € y,<4Ap_1; € siccome
Vs Vpr1<%p_1 %, (visto che

Vo Vi1 = Y1 Vo< X1 Xg = Xp_1 %),

\

risulterebbe l'assurdo 3,11 <x,. Dunque, ¥,,1<x,<6, e percid la P &
vera per ogni naturale > 2. Il Lemma 2 & cosi dimostrato.

Dimeostrazione del Teorema. — Siano, come nel Lemma 1, = ed = le
congruenze della retta S e della sottoretta R di S, rispettivamente, e < un
ordine totale compatibile con l'ordine originale di S. Supponiamo, allora,
che S sia archimedea. Quindi, dal Lemma 1, R & pure archimedea. Fissiamo,
ora, due punti qualsiasi, x ed y, di S, con x<<y e proviamo Iesistenza di
almeno un punto di R tra x e y. A tale scopo prendiamo, in R, i punti @ e 4
in modo che a<x <4 (cio che ¢ possibile in virtdt del Lemma 1), e siano
@ e ay due punti di S tali che

a=a < @p<x € aa; <xy.
Siccome S ¢ archimedea, esistono, in questa, i punti @, -, a, (2> 2) tali
che
@G < 2,1 =11 019(1 <i<n—1)e b<a,.
D’altra parte, essendo (x;,---,%,) una z-pla di punti di R che soddisfa
alle condizioni (y) del Lemma 2 (e percid x; = @, x, < b), si avrd certamente

x5 < @y, poiché in caso contrario si avrebbe x, > a,> 4. Tenendo conto del

fatto che R & pure archimedea, esistono in questa 1 punti x,.1, -, %,
(> n + 1), tali che

i1 < IHiyo, X Xip1 = X1 X (1< i<b—1) e b<x,.

Possiamo supporre y <4, visto che, se & <y, basterebbe prendere un
punto ¢ di R tra @ e 4, cosicché ¢ si troverebbe tra x ed y; in questa ipotesi,
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avremo y < x,. Essendo p il pili piccolo degl’indici i tali che x << x;, si avra
$=2 e x, 1 <x. Allora, x,<y, poiché in caso contrario, essendo

Xp_1%X, = X1 X< a1 A3,

risulterebbe xy < a; @, , il che, data la scelta di @y , non pud avvenire. Dunque,
x<x,<y; siccome x, € R, rimane dimostrata la condizione necessaria del
Teorema.

Vediamo la condizione sufficiente. Siano x,% e z tre punti di S, con
x<<y<g, e consideriamo il simmetrico, »', di y rispetto ad 2. Siccome R
e, per ipotesi, un insieme denso in S, esistono, in R, i punti 3,5, e w tali

che
x< <Y< y<z<w<y.

Inoltre, dallipotesi che R ¢ archimedea, esistono, in questa, i punti
Vs, ¥, ®>2) per i quali si abbia:

Virr<Vite, ViVit1 = Vi1 Vira (I < <n—1) e w<y,.
Consideriamo ora la z—pla (x1,---,x,) di punti di S, dove
X=X, Xy =Y, X< Fipa XX = Xigg Niga,

e dimostriamo che #<x,. Ora, y,<=x,, poiché al contrario, essendo p il
pitt piccolo degli indici i tali che x; <y;, si avrebbe p>2 e y, 3 <x,_q;
siccome ¥, 1 ¥,<%,_1%,, risulterebbe la contraddizione y,< x,. Dunque,
Y.<x,, donde z< x, , cioe, la retta S & archimedea. Il teorema ¢& cosi dimo-
strato.

§ 2. — SEZIONI DI UNA RETTA. L’AssioMA (D), DI CONTINUITA, DI DEDEKIND.

1. Segioni di una retta. — Consideriamo una retta R e sia < l'ordine
(totale) compatibile con lordine originale di R. Possiamo, allora, introdurre,
come d’abitudine, secondo lordine <, le nozioni di maggiorante, minorante,
MASSIMO, MINIMOo, eStremo Ssuperiore, estremo inferiore, ecc., di una parte A

~di R, e stabilire le proprietd relative a queste nozioni (per esempio, l'unicita

dell’estremo superiore). Useremo, pure, lespressione «x alla sinistra di y»
(oppure «y alla destra di x») invece di x<Cy, aggiungendo l'avverbio
« strettamente » se x << y. ‘

Cio posto, diremo che un sottoinsieme 4 di R & sezione minorante (o

sezione maggiorante) di R se soddisfa alle tre condizioni:

1a) & ==4=R,

2a) A non possiede massimo (rispettivamente, minimo);

3a) Se x €A, allora, per ogni y € R tale che y < x (rispettivamente,
x<<), si ha y €A,

Un sottoinsieme di R che sia una sezione minorante oppure maggio-
rante di R si dice, semplicemente, una sezione di R.
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E chiaro che ciascuna delle sezioni determinate da un punto di R (nel
senso del n. 2 del § 1) ¢ una sezione nel senso di cui sopra. (L’inversa di
questa affermazione non si pud assicurare a meno che sia ammesso assioma
della continuita, il cui enunciato si trova nel n. seguente).

Le condizioni che sono servite per definire la sezione minorante (mag-
giorante) ci permettono di dimostrare le seguenti proprieta delle sezioni:

(Py). — Se § ¢ una classe non vuota di sezioni minoranti (maggiorants)
di R, tutte contenute in una stessa sezione minorante (maggiorante) M di R,
la riunione delle sezioni appartenenti ad § & una sezione minorante (mag-
giorante) contenuta in M.

(Po). = Dati ¢ punti x ed y di R, sara x <y se e soltanto se la sezione
minorante di R determinata da x & un sottoinsieme (proprio, nel caso x <)
della sezione minorante di R determinata da vy.

(Pg). — Se A ¢ B sono sezioni minoranti (maggioranti) di R, allora si
ha, necessariamente, ACB oppure BCA.

(Py). — Se R ¢ archimedea, data una sezione A di R, allora, per ogni x
ed ogni y di R, con x ==y, esistono, in R, due punti x' ed y' tali che x’€ A, y' € A
ed x'y'= xy. ,

Dimostriamo (P4). Supponiamo che A sia una sezione minorante e pren-
diamo, in R, i punti x; e x2 tali che x; €A, x; <, ed 2, x3= xy. Ora, se
%3 €A, non vi & nulla da provare. Supponiamo, allora, x, € A e prendiamo,
in R, un punto z ¢ A. Avremo, quindi, x; < y; < z; e siccome R &, per ipotesi,
archimedea, esistono, in questa, i punti x5, - -, x, (2> 2) tali che

ipn < Hige, XXy = X Xipe (1 < i<n—1) e 2<ux,;

7

donde x,€A. Essendo, ora, p il minore degl’indici 7 per i quali x,€ A, avremo
p>2 e x,; €A Dunque, siccome x,€ A ed il segmento x, ;x, & congruo
ad xy (poiché & congruo ad x; xp), basterd prendere x'=x,_ ; e y'=x,.
La proprietda (P,) ¢ cosi dimostrata.

2. Assioma della continuita di Dedekind. Retta D—completa. — Una retta R
si dice D-completa (completa secondo Dedekind) se soddisfa al seguente
assioma (assioma di Dedekind):

(D). — Ogni sezione minorante di R ammette estremo superiore in R.

Siccome il punto x € R ¢ estremo superiore della sezione minorante A
di R quando e soltanto quando A ¢ I'insieme dei punti di R strettamente
alla sinistra di x, I'assioma (D) pud essere enunciato cosi:

Per ogni sezione minorvante, A, di R, esiste un punto x € R tale che
A={yeRly<x}

(Diremo, allora, che la sezione minorante A determina il punto x di R).

Dimostreremo, ora, il seguente

TEOREMA. —~ Una retta R ¢ D—completa gquando e soltanto quando ogni
insteme M di. punti di R, maggiorato (rispettivamente, minorato) e non vuoto
ammette estremo superiore (rispettivamente, inferiore) in R.



[151] EDISON FARAH, Equivalenza tra gli assiomi di completezza, ecc. 267

Difatti, sia A l'insieme dei punti di R (che supponiamo D-completa)
strettamente inferiori a qualche punto dell’insieme (maggiorato e non vuoto) M.
(In modo pil preciso: A ¢ l'insieme degli 2 € R per i quali esiste ¥y € M tale
che z<y). Siccome A ¢, ovviamente, una sezione minorante di R, esiste
un x € R tale che x = sup (A) (estremo superiore di A). Dimostriamo che
x = sup (M). In primo luogo, x & maggiorante di M, poiché se y € M, non
potra essere x <y (al contrario, x sarebbe massimo di A). D’altra parte,
se ¥’ ¢ pure maggiorante di M, si avrd x < ', poiché x' &, ovviamente,
maggiorante di A. 5i avra, dunque, x = sup (M). La reciproca ¢ conseguenza
immediata del fatto che ogni sezione minorante ¢ un insieme maggiorato
e non vuoto. Il Teorema corrispondente, nel caso degl’insiemi minorati &
conseguenza immediata del fatto che: essendo o l'ordine opposto ad <,
allora, un insieme non vuoto M, contenuto in R, & minorato (oppure il punto x
di R ¢ lestremo inferiore di M) quando e soltanto quando M ¢ maggiorato
relativamente ad o (rispettivamente, x ¢ I'estremo superiore di M). Il Teorema
¢ cosi dimostrato.

Osservazione. — Siccome i due unici ordini totali sulla retta R, compa-
tibili con Pordine originale di R, sono opposti (ognuno opposto all’altro),
allora il teorema di cui sopra permette assicurare che: 7/ fatto che la retta R
sia o no D—completa ¢ indipendente dal particolare ordine totale (compati-
bile con i sopradetto ordine originale) cke si adotta per formulare I’assioma (D).
Cosicché: tale fatto dipende essenzialmente dall ovdine orviginale di R.

§ 3. — COSTRUZIONE DI UNA RETTA D-COMPLETA AVENTE COME SOTTORETTA
UNA DATA RETTA ARCHIMEDEA. EQUIVALENZA TRA GLI AssioMI (H) E (D),
NELLE RETTE ARCHIMEDEE.

Sia R una retta archimedea e fissiamo, su R, un ordine, totale, <,
compatibile con I'ordine originale di R. Poniamo, per ogni sezione minorante X
di R:X ==z se esiste il.punto x € R per il quale X = {yeRfy<x}; e
X = X nel caso contrario. Se indichiamo con S linsieme di tutti gli X
quando X percorre tutte le sezioni di R, si avra, allora, RCS. Cio posto,
stabiliremo, su S, una struttura lineare nel senso considerato nei numeri 1,

2 e 3 del § 1, definendo l'ordine originale e la congruenza come segue.
1. Ordine originale. — Dati gli elementi X, Y e Z di S, poniamo
X0 (V,2)
se e soltanto se X, Y e Z sono due a due distinti ed

YCXCZ oppure ZCXCY.

Si verifica, allora, che 4 soddisfa gli assiomi II'—1,---, II'—4; inoltre,
essendo v l'ordine originale di R, si ha, per qualsiasi x,y,z di R

a0 (¥ ,2£) quando e soltanto quando x% (¥, 2).
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Ponendo, ora, per gli elementi X e¢ ¥ di S,
XoY se e soltanto se XC Y,

si vede che w ¢ un ordine totale su S, compatibile con %; inoltre, » induce
lordine < su R, e percid useremo d’ora in avanti la notazione stessa, <,
invece di o, scrivendo senz’altro

X <V
per esprimere che XoY.

2. Congruenza. — Dati gli elementi (o punti) X,Y,Z ¢ W di S, con

X <VedZ <W, porremo, per i segmenti XYV eZW di S § 1, n. 2)
XY =2W

se e soltanto se: ogni segmento di R contenuto in Y — X & congruo (natural-
mente nella congruenza di R) a qualche segmento di R contenuto in W —Z,
ed inversamente, ogni segmento di R contenuto in W—Z & congruo a
a qualche segmento di R contenuto in Y — X.

E ovvio che la relazione binavia =, tra i segmenti di S, é riflessiva,
simmetrica e transitiva; sicché lassioma 111'—2 delle congruenze (§ 1, n. 3)
e soddisfatto da = . Inoltre si ha il

TEOREMA 1. — Se x,y,2 ¢ w sono punti di R, con x=Fy e z=w,
allora xy = zw quando e soltanto quando xy = zw.

Dimostrazione. -~ Infatti, supponiamo, per esempio, * <y e z< w
e siano X ,Y ,Z e W le sezioni minoranti di R aventi per origini rispettiva-
mente i punti x , ¥, 2 e w (allora si ha, per definizione, x = X y Y = Y =17
e w=W). Prendiamo, in Y — X, i punti qualsiansi z# e v, con #<wv
(quindi si avra ¥ < # <wv <y). Ora, esiste un punto z’'€ R tale che z<<v’
e uv = zv'; oltre cid, v’ appartiene a W—7Z poiché ze€e W ,z2¢Z e z2<v' <w
(§ 1, n. 9). Dunque, #v & congruo al segmento zv’ contenuto in W — Z. Ana-
logamente, ogni segmento di R, contenuto in W —2Z, & congruo ad un seg-
mento di R, contenuto in Y — X. Dunque, xy = zw.

Inversamente, supponiamo xy == zw. Allora, non potrd essere xy << zw
poiché, altrimenti, esisterebbe 3’ € R, con z<y’'<w (e quindi y' € W—2)
tale che xy = xy'. Ora, essendo '’ un punto di R tra ¥’ e w, il segmento zy'’
di R dovrebbe essere congruo ad un segmento di R contenuto in Y — X;
ma questo ¢ assurdo, una volta che xy< 2y’ e che ogni segmento di R
contenuto in Y — X ¢, certamente, minore di xy. Analogamente, non pud
essere zw << xy. Percid, xy = zw, ed il Teorema ¢& cosi dimostrato.

Per concludere che = ¢ effettivamente una congruenza tra i segmenti
di S bastera, dunque, provare i due teoremi seguenti:

TEOREMA 2. — La relazione = soddisfa [I’assioma 111'-1.

Dimostrazione. — Siano X, Y ed X' punti qualunque di S, con X<V,
e denotiamo con Y' l'insieme dei #€ R per i quali esiste un « € X' tale che
il segmento #«¢ di R sia congruo a qualche segmento di R contenuto in Y — X.
Allora si vede facilmente che Y’ & una sezione minorante di R; inoltre, dalla
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proprieta (P,) (n. 1, § 2) per la sezione X', ne segue che questa & contenuta
propriamente in Y’. Cio posto, dimostriamo che
X'V =XV,

Infatti, siano x e y, con x < ¥, due punti qualsiasi di Y — X e prendiamo
un punto z € Y strettamente alla destra di y. In virth della (Py) esistono i
punti &' € X' e y' € R— X’ tali che yz = 2'y’; oltre cid (assioma III'-1)
esiste, in R, il punto x’ strettamente alla destra di y', tale che xy = 3"«
donde, per III'-3, z'x’ = xz. Dunque, z',y € Y — X' e, pel Teorema 2
del n. 3 del § 1, il segmento xy di R, contenuto in Y — X, & congruo al
segmento 3’ x' (o x'y’) di R, contenuto in Y’'— X', Inversamente, siano
x' e y', con x' <y, due punti qualunque di Y'— X' e prendiamo
2 €X' ,z,yeY—X, con z<y, tali che zy = z'y’. Allora, essendo x il
punto di R tale che z<x<y e zx =22/, avremo x'y' = xy. Pertanto,
X'V =XV,

Vediamo ora l'unicith del punto Y’ (alla destra di X"), nella condizione
di cui sopra. Supponiamo per assurdo che Z' sia un altro punto di S, per
esempio, V< 7', nella stessa condizione. Prendiamo i punti ¥ e 2, y' <«
di Z' —Y’, in modo tale che il segmento »’z" di R sia congruo ad un segmento
di R contenuto in Y’ — X’ (cid che & possibile, poiché si avra pure X' V' =
_'_X’Z.’). Essendo, allora, #' ed ¢’ due punti, rispettivamente di X' ed
R — Y, che verificano x'v' = 'z’ (proprietd (P4) delle sezioni), il segmento
v'z’ di R (che ¢ congruo ad x'y") sarebbe contenuto in Z' — X’ e non sarebbe
congruo a nessun segmento di R contenuto in Y’ — X', cio6 che ¢ assurdo.
Pertanto dobbiamo avere Z' = Y.

Finalmente, essendo Y'' l'insieme dei #€ X’ per i quali esiste 2z € X/,
con # <, in modo che il segmento 7« di R sia maggiore di ogni segmento
di R contenuto in Y — X, si vede facilmente che Y’ ¢ una sezione di R
contenuta propriamente in X'. Inoltre si ha pure

VX = XY.

Infatti, siano x e y, x <<y, due punti qualsiansi di Y — X e prendiamo
2z €Y strettamente alla destra di y. Ora, in virth della (P4), si possono sce-
gliere 2/ € Y ed ' € R— Y’ tali che 2'y' = yz; e siccome esiste un € X',
alla destra di &', in modo che 2'z> xz, ne segue che il punto x' € R, alla
destra di ', tale che 2’2’ = xz, appartiene ad X'— Y''. Cosicché, il segmento xy
di R ¢ congruo al segmento x’ 3’ di R, contenuto in X’ —Y’. Inoltre siccome,
dalla costruzione di Y'', nessun segmento di R, contenuto in X'— Y'’, puo
essere maggiore di ogni segmento di R contenuto in Y — X, ne segue che
V" X'= XY, L'unicitd di ¥" si dimostra come nel caso del punto V’. 1l
Teorema 2 & cosi dimostrato.

TEOREMA 3. — La relazione = soda’z’sfw lassioma 111'-3.
Dimostragione. — Siano X, Y 7, X’, Y' e Z’, punti di S, con
X<V<Z,X' <Y <7, tali che
XY =X'Y' e VZ=V'7.
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Cid posto, dimostriamo che X7z =X'7". Infatti, siano x e y, con x <y,
due punti qualunque di Z— X. E chiaro, dapprima, che se xyCY — X
(0 xyCZ —Y), allora il segmento xy di R, che & contenuto in Z — X, sara
congruo ad un segmento di R contenuto in Y — X (rispettivamente, in
Z—Y) e quindi contenuto in Z-— X. Supponiamo allora x €Y — X ed
y€Z—Y. Ora, si possono scegliere, come si vede facilmente, i punti
x1,%2 €Y — X ,y;,v,€Z—7Y, in modo tale che

X< <X, Y<Y <V, XX = X1 X% =Yy =1 Y2

Siccome XY= X'V’ il segmento x# di R (che ¢ contenuto in Y — X)

¢ congruo ad un segmento x' %' di R (x'<#') contenuto in Y' — X/'; e pel
ITI'~1 esiste ») € R, strettamente alla destra di #’' tale che #'y{ = uy,, donde,
pel II'-3, il segmento xy1 di R (che & contenuto in Z — X) & congruo al

segmento x'yy di R. Ma
wy, = vy CZ—Y,

e percio #'y; ¢ congruo ad un segmento «'’yy di R (x''< ;) contenuto
in Z' —Y’; e siccome si ha, ovviamente, y;<<¥{ e xy<<xy,;, ne segue che
il segmento xy ¢ congruo ad un segmento di R contenuto in Z'— X'. In
modo analogo si dimostra che ogni segmento di R contenuto in Z' — X' &
congruo a qualche segmento di R contenuto in Z — X; e quindi Xz=X'7".
La dimostrazione nel caso in cui Z'< ¥’ <X’ (mentre X < ¥ < 2) & del tutto
analoga. Il Teorema 3 & cosi dimostrato.

3. La retta S come retta archimedea D—completa, della quale R ¢ sotto-
vetta. — In virtt dei risultati precedenti, si puo, ora, affermare che le rela-
zioni v e = definiscono su S una struttura lineare nel senso del n. 3 del § 1.
E pit ancora, la retta S, che si ottiene dotando l'insieme S di questa struttura,
ammette la R come sottoretta. Inoltre S ¢ archimedea. Difatti, R & densa
in S poiché se X,V eS, X<V, allora presi i punti z,z€Y — X, con
v <z (che esistono certamente), ed essendo Z la sezione minorante di R d’ori-
gine z, si avid X <Z<Y, cio&: zm (X, V). Di conseguenza, siccome R
¢, per ipotesi, archimedea, ne segue dal Teorema del n. 10 del § 1, che S &
pure archimedea.

Finalmente, la retta S ¢ D—completa. Infatti, dato un insieme L di punti
di S, maggiorato e non vuoto, la riunione M delle sezioni X di R tali che
X €L & una sezione minorante di R (proprieta (P;) delle sezioni); ed M ¢,
ovviamente, l'estremo superiore di L in S.

La retta S sara detta la D-completata di R

4. Equivalenza tra gli assiomi (H) e (D) nelle vette archimedee. — Siamo
ora in grado di dimostrare I'equivalenza alla quale ci siamo riferiti nel prin-
cipio di questo lavoro; cioe¢, di stabilire il seguente

TEOREMA. — Affinché una retta archimedea sia D—completa ¢ mecessario
e sufficiente che la stessa sia H—-completa.
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Dimostrazione. — Sia R una retta archimedea. Se R ¢ D-completa,
allora, essendo S una retta archimedea qualsiasi, della quale R & una sotto-
retta, si avra necessariamente S = R. Infatti, prendiamo un punto qualunque
x €S e consideriamo l'insieme M dei punti di R strettamente alla sinistra
di x, nell’ordine totale < su S compatibile con l'ordine originale di S. L’in-
sieme M ¢ ovviamente una sezione minorante di R, e percid ammette uno
estremo superiore ¥ in R. Proviamo che y = x. Ora, non pud essere y < x
poiché, in caso contrario, siccome R ¢ densa in S (Teorema del n. 10 del § 1),
si potrebbe prendere z € R tale che y<z<x, cid che ¢ assurdo. D’altra
parte, non si puod avere pure x <<y, poiché in questo caso esisterebbe, nello
stesso modo, un punto € R, con x<<#<y, cid che & pure assurdo, visto
che #€M. Siccome x ¢ un punto quasiasi di S e RCS, allora R =S e
percio R ¢ H-completa.

Supponiamo, ora, che la retta archimedea R sia H-completa e conside-
riamo la retta S, D-completata di R. Siccome R ¢ sottoretta di S e questa
¢ archimedea, allora la R coincide con S, e pertanto ¢ D—completa. Il Teo-
rema ¢ cosl dimostrato.
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