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Teoria dei controlli. — Problemni ottimali spettanti ai sistemi di
controllo con parametri distribuiti . Nota 111, di MeumeT Namik
OGuzT6RELL @ ¢ DEMETRIO MANGERON @@ presentata ¥ dal Socio
M. Picone.

SUMMARY. — An optimization problem for a polyvibrating control system is discussed.
The results of papers [2]-[5] are extended.

I. DESCRIZIONE DEL SISTEMA DI CONTROLLO ED IL PROBLEMA OTTIMALE. —
Sia I'={z[to<?<#} un intervallo temporale dato e J= {x|a <x <4}
un intervallo spaziale ad una sola dimensione pur esso dato. Sia S un sistema
di controllo polivibrante definito su J per 7€ I. Assumiamo che lo stafo del
sistema S, # = u (¢, x), ¢ descritto, per (¢, x) € [ X ], dalla seguente equazione
(L.1) S A D) ut, D) =, D),

2 3x2

ove A ¢ un parametro, A = A (¢, x) ¢ una funzione data continua su X J,
e v=1v(¢,x) ¢ una funzione appartenente ad uno spazio funzionale dato V
di funzioni continue su I J. Il sistema S & sottoposto alle seguenti condizioni
miste: v
- wWito, ) = ou(®) , w(,®) —ea(x)  per wel,

u(t,a) =4, (&) , wu(t,b) =y per z€l
ove 91, @2, Y1, Yy sono certe funzioni appartenenti-a certi spazi funzionali
Oy, Oy, W1 e Wy di funzioni continuamente differenziabili su J, ], 1 ed I,
rispettivamente, soddisfacenti le condizioni

@3 i) =e1(@ , 910) =d2(t0) , e2(@) = (D) , 92(8) = $a(t).

L’equazione (I.1) soggetta alle condizioni (I.2)~(I.3) fu studiata per
esteso dal D. Mangeron [6]. Conseguentemente, specie dopo I’indicazione
fatta dall’ [llustre Accademico Linceo Mauro Picone [7] del ruolo che
possono avere le equazioni polivibranti @), caratterizzate dalla presenza nel
termine d’ordine superiore della derivata totale, da Lui introdotta, tale equa-
zione come pure le sue diverse generalizzazioni che includono sistemi po-
livibranti non lineari, con operatori di rimanenza ed argomenti ritardati,
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sono state studiate dal Mangeron stesso, dal Yu. M. Berezanski [8], G. Bir-
khoff [9], D. Boinov [10], E. De Giorgi [11], S. Faedo [12], P. Delerue [13],
J. Favard [14], G. Fichera [15], W. J. Gordon [16], L. E. Krivoshein [17],
T. Kamytov [18], F. Manaresi [19], F. G. Mazzarella [20], M. N. Oguzto-
reli [21], L. Poli [22], D. Pompeiu [23], A. Rosenblatt [24], F. S. Rossi [25],
M. Salvadori [26], G. Stampacchia [27] ed altri ancora.

Sia P = O1 X Qo X W1 X W2 X V. Ogni p={¢1, @2, $1, P2, v} € P sard chia-
mata una strafegia ammissibile e lo spazio P lo spazio strategico.

Nella Memoria [6] si ¢ dimostrato che Pequazione (I.1) ammette una
soluzione unica continua appartenente ad uno certo spazio funzionale soddi-
sfacente le condizioni (I.2), (I.3), per ogni p € P. Sia u = u (¢, x; p) questa
soluzione. La misura della performahza del sistema S spettante alla strategia
» € P sia espressa dal seguente fumzionale costo associato al sistema S

b
(I.g) Fu,p) :ij(u(t,x;p) yuy (E, x5 p0), P, ¢, x) dx de,
fh a
ove Q ¢ una funzione data continua non negativa in (¢, x) e continuamente
differenziabile rispetto ad «,u, e p = {¢1, 92,1, ¥, v} € P. Il nostro pro-
blema di ottimizzazione consiste nella ricerca di una strategia ammissibile

#° € P per la quale il funzionale costo F (%, ) assuma il suo minimo, e cioé
si abbia

<IS> F(%o, PO) = min F(% >ﬁ),
pEP
essendo w=u(t,x;p) ed u®=wu(t,x;p).

In questa Nota ci occuperemo soltanto della ricerca delle condizioni
necessarie di ottimalitd spettanti ad una strategia ammissibile.

II. RAPPRESENTAZIONE DELLA # (#,x; ). — Nella [6] si & dimostrato
che la soluzione u (¢, x;p) dell’equazione (I.1) soddisfacente le condizioni
(L 2) (I.3) sodd1sfa la seguente equazione integrale di Fredholm di seconda
specie:

(L1) w2 p)=rh(t,x;p) + 7\] (G(z‘,x;c,v]) u(o,n) A(s,n) dgdo,

per (l‘,x,p)eIX]XP, ove

(2) At x;p) = F—=ba(®) — ¢1()+ p— 2 ala )— <P1( )
+ Hé’ii—%w@ + {%:i%wo
_u¢z<t>_w¢l<¢>

(6 —a) (t1— 1) (t1—20)

-|—ffG(f,x;6,§)v(e,@dide,
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essendo G (¢,x;0,m) la funzione di Green-Burckhardt associata all’equa-
zione (I.1):
| C—x)(—8) (n—a) (6 —1)
per n<x,0 <}{,
(b6 —2x)(t—1t) (n—a) (h—o)
per n<x,0 >¢
*—a)(h—2) (6—m) (6 —t)
per n>x,0 <¢
(r—a) (t—t0) (6— 1) (h— o)
per n>x,0>¢

(IL3) (G—a(t1i—2t0) G(t,x;0,1) =

per (o,m) € IX ], (¢,x)€Ix J. Nella stessa Memoria [6] si ¢ pure dimostrato che
la funzione G = G (¢,x ; 6,7) ¢ continua per tutti i suoi argomenti, mentre si ha

oG i o oG _ (;1 »ﬁz> (G‘l‘o>
0% [n+e ox |n—e P per o <¢,
G G | (t—t) (1—o)

ox n+e 2 n—e - —‘—z‘#‘ per o = z,
% loge O Jome b —a P M=,
oG G B (x— a) (6 —m)

3% loxe | O lo—e T s—s P m=x.

Si ¢ stabilito inoltre che la funzione G (¢#,x;06,m) & non negativa e simme-
trica rispetto a (¢, x) e (o, ).

Sia I'(¢,x;9,0;%) il nwucleo risolvente corrispondente al nucleo
G@,x;0,0)A(c,n). Siha, per (¢,x,p)€Ix]xP,

4B

(I.5) u(l‘,x;p):h(_z‘,x;p)—l—?x[/’F(z‘,x;c,n;l)/z(c,“q)d*f)dc,

purché A non sia un valore caratteristico dell’operatore integrale
Lot
(11.6) T @) (¢,x)= / /G(z‘,x;c,n} A(c,n) #(c,n)dnds.
lfy @
In questa Nota si assume che A non & un valore caratteristico.

E chiaro che la funzione /4 (z,x;p) ¢ continuamente differenziabile
rispetto a (¢, x, p) € IX JxP. Il nucleo risolvente I' & continuo in tutti i suoi
argomenti mentre 2I'/o# e 8'/3x sono frammentariamente continue con singo-
larita deboli per # = 6 e x = 7 ove subiscono i medesimi salti delle funzioni
3G/ot e 2GJex, descritti dalle equazioni (II.4). Nella Memoria [6] si & dimostrato
che ¢ permessa la derivazione rispetto a # ed x sotto il segno integrale in

¢4 b
[[G(Z,x;c,n)A(c,n)%(c,n) dnds.
f @
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Eppercio, si puo derivare rispetto a ¢ ed x sotto il segno integrale anche
I’espressione

4 b
fj ', z;6,m;0) 2(c,n;p) dyds.

ty a

IT1. CONDIZIONT NECESSARIE DI OTTIMALITA. — In cid che segue stabi-
liremo, utilizzando i metodi della programmazione dinamica, gia cospicua-
mente- adoperati nelle nostre Note Lincee facenti parte della medesima serie
[2]-[4], come pure anche nella [5a] e [54], condizioni necessarie di otti-
malita per una strategia ammissibile p. '

Facendo uso del principio di ottimalitd di R. Bellman [1] come pure
del metodo esposto nelle Note [2]-[5], si pud facilmente dimostrare che il
funzionale

5
(ITI.1) G(p;n) ——[Q(%('r,x,p),%x(r,x,p),p,'r,x) dx

assume per una strategia ottimale p = {¢;, @2, {1, §2, 2} e per ogni 7€l
il suo minimo. In questo modo abbiamo, per una strategia ottimale,

(Ill.2) 3,G(p;m) =0 , 3,G(p;7)=0 , 3,G(p;7)=0 (k=1,2),1€],

ove 3,G, 8,,G e 8,,G denotano le prime variazioni del funzionale G = G(p; )
rispetto a v, ¢, e {,, corrispondenti agli incrementi 3v =8v (¢, x) , 3¢, =3¢, (x)
e 8y, = 8y, (¢), tali che si abbia rispettivamente v 4 3v €V, ¢, + 3¢, € ¥,
e Y+, =¥, (k=1,2). Si ha inoltre, tenendo conto della formula rap-
presentativa (II.s5),
ot
(I11.3)  dyu(t,x;p) = &j(z‘,x;p)%—k/} L'z, x;6,m;)) 3,4(c,m; p) dn do,
fy @
ove col 3, si ¢ notato 'uno dei simboli 3,, 3, , dy,.
Dall’equazione (II.2) si ottiene

b
| SWh(z‘,x;p)zf/G(z‘,x;e,E) S0 (6, %) dE do,

St (1,65 ) = T 8 (),
IIT.4) ¢ _
LD 5 bt )= L= ),
— ) (£—1, —0) (t—14
B k(603 8) = =2 81 (1) + DI04 (1)) — =DM 5y, oy,

‘. —_— —_—
IVACEOR St OB == s LEOES e e LA O]



240 Lincei — Rend. Sc. fis. mat. e nat. — Vol. XLV — novembre 1968 [124]

Si ha inoltre, se si tiene conto delle osservazioni fatte alla fine del § 11,
f ¢

(ML) Syu, (2, x5 ) = 84/, (2, 25 p) +A U L.z, x50,m;08:4(c,7; p)dnds,
Z @

N o .
ove si & posto u, = a—%. Si ha finalmente

Q| °
Io

(111.6) 8,G(p;7)= j;
ove Q=Q @ (v, x;p),u,(v,x;%),p,7,%), v€l

Si pud verificare senza difficoltd che I'equazione §,G (p; 1) = o sard
soddisfatta. per ogni variazione continua v (v + 8v € V) se e soltanto se si
verificano per 7,0 €I, x,£ €l le equazioni

R ACEE p\+ 8 2, (7, x; p)—l——S*(T x) dx,

; an o,
¢y
E9Q
L) 9 Go(7,%;0,5)
;1{3
+7\//g%r(%,x;c,n;k)%—ggf‘x('r,x;G,v];k) G(o,m;0,8)dndo=o0
t @

Successivamente, 'equazione 8,,G (p; ©) = o sara soddisfatta per ogni fun-
zione continuamente differenziabile Sg; (¢, + 3¢, € @) e tale che si abbia
3¢y (@) = 3¢, (4), allora ed allora soltanto se si verificano, per (t, M) €Ix],
le equazioni

feQ
T
Q2 9Q>.

(111.8) du ox \aux

+x[/ BT s, w500 + 22T (x5 0,150

\
L’equazione 3§, G (p; 1) =0, pur essa, sard soddisfatta per ogni varia-
q P2 ’ P ) P

zione continuamente differenziabile Sp, (¢ - Sv, € Dy) e tale che si abbia

3¢y (@) =8¢y () = 0, allora ed allora soltanto se si verificano per (z,7)€1x ],
le equazioni

QL
3<p2 ’
Q i(&)
(I11.9) ¢ du. ox \ Quy

4 b

—!—)\f/[OQF(TxG,’Y} »N 4+ QF(TXG’Y])\) lodxdc—o

fy a
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L’equazione 8,, G (p; 7) = o sara soddisfatta per ogni variazione continua
301 (Y1 + 391 € ¥1), essendovi 3y () = 31 (41) = o, se e soltanto se si veri-
ficano, per ogni 7, ¢ €1, le equazioni

2Q 3Q 3Q
5o T (6 —x) 50 — e O
(I1l.10) | &2
[3Q 14 eQ
[T”— Niv,x;0,m;0 + S Fi(z,x56,m;0)| (6—mn) dxdy = o,
I‘O ClUy

a a

e, finalmente, 'equazione 3,,G(p,7) = o sard soddisfatta per ogni variazione
continua 3z (Y2 + 3y € Vy), con 8¢z (¢o) = 32 (4)) = 0, per ogni 7,6 €1,
se e soltanto se hanno luogo le equazioni

20 2Q Q
W TETD 5 o =0
IILar) ¢ &7 .
| f[%g_f(r,x;c,vn;l)—}—%Fx(T,X;G,V);D (1—a) dzdy =o.
\ i a

E pertanto, strategie ottimali sono da ricercarsi tra le strategie ammissibili
{1, 02, Y1, V2, v} soddisfacenti simultancamente le equazioni (111.7)~(111.11).

IV. OssSERVAZIONI. — 1. Nella Serie di Note successive continueremo
I'esposizione dei nostri risultati conseguiti nello studio dei problemi ottimali
spettanti ai sistemi polivibranti vieppili complicati, schematizzati nei controlli
con parametri distribuiti.

2. Una volta ottenute condizioni necessarie cui soddisfano le strategie
ottimali, di un notevole interesse sara il conseguimento dei risultati collegati
con lo studio dei criteri sufficienti.
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