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Teoria dei controlli. — P rpòlernt ottimali spettanti ai sistemi di 
controllo con parametri distribuiti (* (**)}. Nota III, di M e h m e t  N a m i k  

O g u z t ö r e l i  (1) e D e m e t r i o  M a n g e r o n  (2)>(3), p re s e n ta ta ^  dal Socio 
M . P lC O N E .

SUMMARY. — An optim ization problem for a polyvibrating control system is discussed. 
The results of papers '[2]—[5] are extended.

I . D e s c r i z i o n e  d e l  s i s t e m a  d i  c o n t r o l l o  e d  i l  p r o b l e m a  o t t i m a l e .  -  
Sia l =  { t  \ to< t <  t i }  un intervallo tem porale dato e J =  {% | a <  ^  <  b } 
un intervallo spaziale ad una sola dimensione pur esso dato. Sia S un sistema 
di controllo poli vibrante definito su J per / e I. Assumiamo che lo stato del 
sistema S, u  =  u ( t , x), è descritto, per ( t , x) e I X J, dalla seguente equazione

(L 0   , x )  u ( t  , x )  =  V (t , x ) ,

ove X è un param etro, A  =  A ( t , x) è una funzione data continua su I X J, 
e v =  v ( t , x) è una funzione appartenente ad uno spazio funzionale dato V 
di funzioni continue su I X J. Il sistema S è sottoposto alle seguenti condizioni 
miste:

j u (A), x) =  cpi(x) , u  ( h , x )  =  cp2(U  per x  e J,
( u (t , a) =  (|;x (/) , u ( t , b) =  <j;2 (t) per t  e I

ove tpi , 92 ) > 4̂ 2 sono certe funzioni appartenenti a certi spazi funzionali
, <I)2 , vFi e ^2 di funzioni continuamente differenziabili su J , J , I ed I,

rispettivam ente, soddisfacenti le condizioni

(1-3) ^i(to) =  91 (a) , 9x(^) — ^2(^0) , 92 0 )  =  <h(0 , 92 0*) =  +2^)* 

L ’equazione (L ì) soggetta alle condizioni (I.2)-(I.3) fu studiata per 
esteso dal D. M angeron [6]. Conseguentemente, specie dopo l’ indicazione 
fa tta dall’ Illustre Accademico Linceo M auro Picone [7] del ruolo che 
possono avere le equazioni poli vibranti caratterizzate dalla presenza nel 
term ine d ’ordine superiore della derivata totale, da Lui introdotta, tale equa­
zione come pure le sue diverse generalizzazioni che includono sistemi po­
livibranti non lineari, con operatori di rim anenza ed argomenti ritardati,
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sono state studiate dal M angeron stesso, dal Yu. M. Berezanski [8], G. Bir- 
khoff [9], D. Boinov [io], E. De Giorgi [11], S. Faedo [12], P. Delerue [13], 
J. F avard  [ 14]? G. Fichera [15]? W. J. Gordon [16], L. E. Krivoshein [17], 
T. K am ytov [18], F. M anaresi [19], F. G. M azzarella [20], M. N. Oguztö­
reli [21], L. Poli [22], D. Pompeiu [23], A. R osenblatt [24], F. S. Rossi [25], 
M . Salvadori [26], G. S tam pacchia [27] ed altri ancora.

Sia P =  ®i X ®2 X "'fi X ^2  X V . Ogni p  =  {qq , cp2 , ^1 , ^2 > v} € P sarà chia­
m ata una strategia ammissibile e lo spazio P lo spazio strategico.

N ella M em oria [6] si è dim ostrato che l’equazione (I.i). am m ette una 
soluzione unica continua appartenente ad uno certo spazio funzionale soddi­
sfacente le condizioni (I.2), (I.3), per ogni p  € P. Sia u  =  u ( t , x~; p)  questa 
soluzione. L a m isura della perform anza del sistema S spettante alla strategia 
P £ P espressa dal seguente funzionale costo associato al sistema S

ove Q è una funzione data  continua non negativa in ( t , x) e continuam ente 
differenziabile rispetto ad u , ux z p  =  {qq , cp2 , 1̂ , ^2 , vj  6 P. Il nostro pro­
blem a di ottimizzazione consiste nella ricerca di una strategia ammissibile 
P° 6 ?  Per quale il funzionale costo F  (u , p)  assum a il suo minimo, e cioè 
si abbia

essendo u =  u  ( t , x  ; p)  ed u° =  u  ( t , x  ; p°).
In  questa N ota ci occuperemo soltanto della ricerca delle condizioni 

necessarie di ottim alità spettanti ad una strategia ammissibile.

IL  R a p p r e s e n t a z i o n e  d e l l a  u ( t , x ; p ) .  -  Nella [6] si è dim ostrato 
che la soluzione u ( t , x  ; p)  dell’equazione (I .i)  soddisfacente le condizioni 
(L 2M I.3 ) soddisfa la seguente equazione integrale di Fredholm  di seconda 
specie:

(1-5) F  (u° , p°) =  m in F (u  , p ) ,
p e  p

b

lo a
per ( t , x  , p) e I X J X P, ove
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essendo G ( t , x  ; a , 7]) la funzione di G reen-B urckhard t associata all’equa- 
zione (I.i):

(11.3) (b —  a) (ti — to) G( t ,  x  ; g , yj)' =

(b —  x) {h — t) (7) — a) (a — to)
per 7] <  x  , g <  t, 

(b — x ) ( t  —  to) (r\ — a) (t± —  g)
per 7] <  x  , g >  t, 

(x —  a) (/1 —  t) {b — 7]) ((T —  t0)
per 7] >  x  , g <  t, 

(x — a) (t — *0) (à —  7]) (ti — a) 
per 7) >  x  , g >  t

per (g , 7]) E I X J, (t,x) E I x J. Nella stessa M em oria [6] si è pure dim ostrato che 
la funzione G =  G ( t , x  ; g , 73) è continua per tu tti i suoi argomenti, m entre si ha

( I I4 )

9G
dx

dG
dx

dG

dG
dt

y\ + e

T] + e

o +  e

o +  e

dG_
dx

dG
dx

dG
~ w
dG
dt

(ti —  t) (a — 10)
r\ — e ti  —  to

_ _  _ _  ( t ----to) ( t l - ■a)
ti ■—  t0

(b — x) (r) — a) 
b — a

(x ■— a) (b — Yj)

per g <  t , 

per g >  /, 

per 7] <  x , 

per 7] >  x  .

Si e stabilito inoltre che la funzione G ( t , ; cr , 7]) è non negativa e simme­
trica rispetto a ( t , x)  e (<7 , 7]).

Sia T (t , x  ; 7] , er ; X) il nucleo risolvente corrispondente al nucleo 
G ( t , x  ; a , 7)) A  (cr, tj). Si ha, per ( t , x  , p)  e I X J X P,

fi £
(11.5) u ( t , x  ; fi) =  k  ( t , x  ; fi) "k J  J r  ( t , x  ; g  , y) ; X) fi (g  , rj) dr] der ,

to a
purché X non sia un  valore caratteristico dell’operatore integrale

fi b

(11.6 ) T  (u) ( t , x) =  I  I G ( t , x  ; cr, 7]) A (g  , y]) ^  (cr, 73) d7) d a .
/0 «

In  questa N ota si assume che X non è un valore caratteristico.
E chiaro che la funzione h ( t , x  ; fi) è continuam ente differenziabile 

rispetto a ( t , x  , fi) E IxJxP.  Il nucleo risolvente T  è continuo in tu tti i suoi 
argomenti m entre dT/dt e dVjdx sono fram m entariam ente continue con singo­
larità deboli per t =■ cr e x — 7] ove subiscono i medesimi salti delle funzioni 
dG/dt e cG/dx, descritti dalle equazioni (II .4). Nella M em oria [6] si è dim ostrato 
che è permessa la derivazione rispetto a t  ed x  sotto il segno integrale in

fi b

G ( t , x  ; g , 7]) A (g , 7]) u (g , 7j) d7] der.
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Epperciò, si può derivare rispetto a / ed x  sotto il segno integrale anche 
l’espressione

, x  ; a , 7] ; X) A (cr , 7] ; p)  dï] der .

II I . C o n d i z i o n i  n e c e s s a r i e  d i  o t t i m a l i t à .  -  In ciò che segue stabi­
liremo, utilizzando i m etodi della program m azione dinam ica, già cospicua­
mente adoperati nelle nostre Note Lincee facenti parte della m edesim a serie 
[2]—[4], come pure anche nella [5 a\ e [5 ó], condizioni necessarie di otti­
m alità per una strategia ammissibile p.

Facendo uso del principio di ottim alità di R. Bellman [1] come pure 
del metodo esposto nelle Note [2]-[s], si può facilmente dim ostrare che il 
funzionale

b

(III* 1) G (P ; T) =  —  Q ( u ( r , X  , p )  , Ux { T , X  , p ) , p ,  T , x) dx

assume per una strategia ottim ale p  =  {(px , cp2 , ^1 5 ^2 > v} e Per ogni t  e I 
il suo minimo. In  questo modo abbiamo, per una strategia ottimale,

( I I I . 2) §vG ( p  ) t) =  o  , 8«^ G  (p  ; t) — o  , $wkG ( p  ; t) =  o  (k  =  1 ,2 ) ,  t e I,

ove S^G , S ^G  e G denotano le prime variazioni del funzionale G =  G(p  ; t) 
rispetto a z / , 9 4 ^ ,  corrispondenti agli incrementi 8v = 8v ( t , x )  , §9^ — $9k(x ) 
e — 8<]̂  (/), tali che si abbia rispettivam ente ^ +  f e e V ,  cpk +  89^ e
e + 8 ^  (k =1  , 2). Si ha inoltre, tenendo conto della form ula rap ­
presentativa (II. 5),

tx b

(II I.3) 8^ u ( i , x  \p) =  8* h ( t , x ] p )  +  X I  !  T ( t , x \ (J , 7) ; X) 8*/z (a , 7] ; p)  .dv) da ,
t 0 a

ove col 8* si è notato l ’uno dei simboli \  , 8 ,^, 8̂ , .
D all’equazione ( I I .2) si ottiene

j K b ( t , x \ p )

I 8^ h ( t , x \  p) 

(III‘4) j \>h( t ,x -p )

I SVi h( t , x \  p)

tx b

j  G ( l , x ; d ,  £) 8z> (0 , i;) d^dtì,

Sçi ( x ) ,

t0 a

h  — t 
ti — /o
t — to 
t i-- to
b—x

892 ( x ) ,

(x--b) (t — tl)
(b-—a) (h—to)

8% h ( t , x \ p )  =  §^2 00 (x — a) (t— to) 
(b—a) {ti—to) 8+2(0

(x — a) (t—ti)
(b — a) (tr—io) 8+2 (V> •
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Si ha inoltre, se si tiene conto delle osservazioni fatte alla fine del § II,
tx b

(111.5) \ u x{ t , x  ; p)  =  8*kx( t , x  ; p)  fiJ X j  J  Fx(t , x;  cr, 7) ;-X)8*A (d,tj ; / )  dTjdc,
t Q a

ove si è posto ux =  . Si ha finalmente

b

(111.6) S * G ( / ; t )  =  — J  \ ^ h u ( ' * , x ' , P )  +  j ^ cK u x( i : , x ; p ) + ^ 8 *(T:,x)^dx,
a

ove Q =  Q (u , x ■; p) , ux (r , x ; p) , p  , T , x), t  e I.
Si può verificare senza difficoltà che l ’equazione 8V G (J> ; t) =  o sarà 

soddisfatta , per ogni variazione continua 8v (v +  8v e V) se e soltanto se si 
verificano per T , 0 € l , ^ , ^ e l  le equazioni

(III.7 )

3Q
=  0 0

4 r G ( T , « ; 9 , 5 )  +  | ~ G , ( T , * ; 9 , Ç )
tx b

+ 1 f  I  | § r (v ,^ ;^ ,v];X )+ |£n(T^;(7)7j;x)
t0 a

G(ct ,7] ; 0 , E,) dv] dc7=  o.

Successivamente, l’equazione 8^ G (p ; t)  =  o sarà soddisfatta per ogni fun­
zione continuam ente differenziabile 89! (9X +  89! e ®i) e tale che si abbia 
Scpi(^) =  Sqq^), allora ed allora soltanto se si verificano, per ( t  , yj) e I x  J, 
le equazioni

( I I 1*8)

ÌQ
891

ÌQ
du

\

=  o ,

9 / dQ \
dx \ dux )

ti L

+  X ^ T ( T , x ; a , r i ; X )  + ÌQ
dux r*(T ,^; a,7) ;X) ti  — a

h —  T
d x  der =  o  .

L ’equazione 8<Pa G (J> ; t) =  o, pur essa, sarà soddisfatta per ogni varia­
zione continuam ente differenziabile 892 (?2 +  §92 e <î>2) e tale che si abbia 
S92 (a) —892 (b) =  o, allora ed allora soltanto se si verificano per ( t  , 73) e I X J, 
le equazioni

(III.9 ) <
dQ
du

3 ( dQ )
dx \ dux )

tx b

+  X ^  r  (t , * ; <7,7] ; X) +  -Ĵ L (t , * ; a , yj ; X) -to d;r da =  o .
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L ’equazione S% G (J> ; t) =  o sarà soddisfatta per ogni variazione continua 
8fài (<]g +  %  G T i), essendovi 8̂ 2, (/0) =  8^1 (ti) — o, se e soltanto se si veri­
ficano, per ogni t , g e I, le equazioni

(I II .io )

cyi 
b b

+  A -x ) JQ-
'  du

3Q
dux O,

3Q r ( . ; x) +  - ^  T ^ (t, ^ ; a , 7] ;X) (b~ -7]) d;r d7] =  o ,

e, finalmente, l’equazione 8VjG ( ^ , t )  =  o sarà soddisfatta per ogni variazione 
continua 8^2 (^2 +  e ^2)? con 8^2 (pò) — 8^2 (li) =  o, per ogni t ,  a e I, 
se e soltanto se hanno luogo le equazioni

(III.11)

gQ
3^2

+  (oc —  a) SQ
du

2Q_
dUx

3Q
du ' r  ( t  , a: ; cr, 7] ; X) +  Fx ( t  , x  ; a , 7] ; X) (73 — <2) d;r dyj =  o

E pertanto, strategie ottimali sono da ricercarsi tra le strategie am m issibili 
{915 92 y y 4̂ 2 j v} soddisfacenti simultaneamente le equazioni

IV. O s s e r v a z i o n i .  -  1. Nella Serie di Note successive continueremo 
l’esposizione dei nostri risultati conseguiti nello studio dei problem i ottim ali 
spettanti ai sistemi polivibranti vieppiù complicati, schematizzati nei controlli 
con param etri distribuiti.

2. U na volta ottenute condizioni necessarie cui soddisfano le strategie 
ottimali, di un notevole interesse sarà il conseguimento dei risultati collegati 
con lo studio dei criteri sufficienti.
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