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Analisi matematica. — Un teorema di punto fisso per trasfor-
maziont di uno spazio metrico completo in sé. Nota di Massimo Furi,
presentata © dal Socio G. SANSONE.

SUMMARY. — In this paper we give a theorem about the existence and uniqueness of
fixed points for a mapping T : X — X on a complete metric space X. The mapping T is
assumed to satisfy the condition (T (), T (»)) < o (d(x,y)) for every x and y belonging
to X, where o () is a convenient real function.

1. = Sia (X, &) uno spazio metrico. Sia inoltre T : X— X una trasfor-
mazione di X in sé tale che
(D dT @, T <od@,y) , VE,»eX,

dove o (7) ¢ una funzione reale non negativa, definita in [0, 4 oo) e soddisfa-
cente le seguenti condizioni:

(@) o () & non decrescente;
(6) posto wl () = o (), w1 () = © (0" (7)), si ha

limw*(r)=0 , Vr>o.

Com’¢ noto la T si dice una contrazione in X se la (1) vale per o () = 47,
con o0 <4 < 1. Talune proprieta delle contrazioni sussistono, come ora
vedremo, nel caso pill generale qui considerato. Anzitutto si ha la

PROPOSIZIONE 1. — La T & wuniformemente continua in X.

Dimostrazione. Per la (1) basta provare che da (a) () segue

lim o () = o.
r—>0+4

Dalla (@) si ha

limo (#) =/=inf{w (»):r>0}.
r—>04

Se fosse />0 si avrebbe w (/)>>/7e poiché per ogni »>o0 & (»)>/, da (a)
seguirebbe * (#)>7/, (n =2,3, ), contro la (4).
Posto T' () = T (), T"™ (¥) = T (T" (#), si ha poi la

PrOPOSIZIONE II. — ZLa successione {T" (x)} é di Cauchy se (e solo se)
essa ¢ limitata.

Dimostrazione. Sia d (x, T? (x))<M per ogni p € N. Da (a) segue

AT (), T (@) < " (d (x, T () < o (M)

(*) Nella seduta del 19 novembre 1968.
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e da (8)
limd (T"™ (x), T"(x)) =0 , VpeN.

ossia {T" (x)} & una successione di Cauchy.
Infine si ha la

PROPOSIZIONE III. — Le successioni {T" (x)} sono (limitate e quindi) di
Cauchy qualungue sia x € X oppure nessuna lo é.

Dimostrazione. Se x € X,y € X, dalla (1) e da (@) si ha

d(T"(x), T (y) < " (@ (x,9)
e da () segue
]iﬂm d(T" (x),T" () = o.

2. — La Prop. III offre una alternativa. Delle due eventualitd la pia
interessante ¢, ovviamente, la prima. Infatti se essa & soddisfatta ed inoltre
(X', d) & completo, ‘allora qualunque sia x € X, tutte le {T" (x)} convergono
verso lo stesso limite £ e questo, in virtd della continuity di T & (I'unico)
punto invariante per la T, % = T (§). In tal caso ha anche interesse cono-
scere una maggiorazione dell’errore & (T" (x), ).

Ovviamente le {T"(x)} sono tutte limitate se X & limitato o pit in
generale se per qualche 4 € N il trasformato T#* (X) & limitato: questo avverra
in particolare, se ® (») & limitata.

I1 caso di X limitato & stato considerato da F. Browder [1] che ha dato
una maggiorazione dell’errore in termini di 7, w, ¢ del diametro di X.

Un’altra condizione per la limitatezza di tutte le {T” (x)}, considerata
da R. Bianchini e M. Grandolfi [2], che hanno ottenuto anche una maggiora-
zione dell’errore, ¢ la convergenza della serie

o}

2,0 0.

Noi daremo nel numero successivo una condizione indipendente da quelle
ora ricordate ed otterremo una maggiorazione dell’errore che nel caso delle
contrazioni (o () = £ ,0< £< 1) si riduce alla’ ben nota

. ¥ ‘
AT (@), < L d@, T @),
Supporremo da ora in poi (X, &) completo e faremo in seguito uso del
seguente LLemma la cui dimostrazione & immediata.

LEMMA. —Sia{y,} una successione in uno spazio metrico completo (X , d).
Per ogni numero naturale n si abbia d (v, ,v,1) < o,, dove w, & il termine
generale di una serie convergente di numeri veali. In queste ipotesi { v, } converge
e si ha

d(yn)y0>§ E,@a‘k) ’

essendo yo il limite di {y,}.
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3. — Da ora in avanti supporremo:
(¢) o (r) continua;
@) o< o (r)y<r.

Come conseguenza si ha che la successione {w” ()} decresce e tende a
zero qualunque sia 7> o.

Infatti 0t (7) = 0 (0" () < 0" (#) ed essendo w* (¥)=o0,{w ()} con-
verge ad un /> o. Per la continuita di ® abbiamo quindi o (/) =/, da cui
/=o.

Poniamo ® () = (1 — 6 (#)) 7. E chiaro che non si perde in generalita
se si pone la (1) nella forma:

@) dT @, TON=0—0d&,y)d(x,).

Da o< o (r) <7, segue o< 6 () <1 (> 0).
Vedremo che la funzione 0 () ha un ruolo essenziale in cid che segue.

TEOREMA. — Se o () = (1 — 0 (7)) r verifica le condizioni (a), (¢), (d)
ed inoltre:
(&) 82|80 ()= c>o0, per ogni r1 ed re tali che o< ri<rq;

d.
o F(r):/W";) <+ oco,7>o0.
0
Allora esiste ed é unico un punto £ € X unito per la T e si ha
d(T" (), E)< -~ F (o (db)),

essendo x un qualungue punto di X e do =d (x, T (x)).

Dimostrazione. Per la successione {x,} delle iterate di x,x, = T" (x),
si ha d(x,, #y1)< o (d (x,-1, %,)) ¢ dalla non decrescenza di © () segue
d (%, , %,11)< 0" (do). Per il Lemma basta quindi dimostrare che

Y, 0t (d)< - F (o (db).
Abbiamo

o’ (dy)
F (o (do) = j ar

heTrj ,
0

ma essendo {w” (dy)} decrescente e convergente a zero, si ha

o™ (dy) ¥ (dy)
o0
dr ar
00 ;k 00 W (do) == 0.
oF 1 ()

Dal teorema della media segue

wé () V4 ( A1
ar . () do) — (do)
®) f 007 — 0%) !

wf 1)
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dove ot (do) <7 < w*(db). Il secondo membro della (3) pud anche essere
scritto:

1— of 1 () ) (do)

0 (o (d,))
0(7)

0(7)

o (do) = o (do)

ed essendo 7 < f (d), dalla condizione (¢) segue
of @)

dr

()

ot 1)

= cot (do) .

Infine
of @)
1 " I < a ~
SR ICIOEED N S SR

P 1 (2,

4. — ESEMPIO. Sia f: R— R una qualunque funzione reale tale che
4) fO)—Ff@] <o(lb—al),

per ogni coppia di reali (@, ), con o () = (1 — 0 (#)) » soddisfacente le ipo-
tesi del Teorema. Ad esempio la funzione f (p) =a+ (1 — 7 (2] p|)) p, dove

|17 pero=p=t
! 4
Te= 1 1

'7 perI<p

e o ¢ una costante reale, verifica la (4), per o (#) = (1 — = (#))». Infatti,

fissato £ >0, la funzione f(p+ %) —f(p) (eguale a |f(p + £)—f(p) |
perché f(p) & non decrescente) raggiunge il massimo quando & minima
g+ /%) —g(p) con g(p) =rx(2]p|)p. Essendo g (p) dispari, non decre-
scente e convessa per p >0, ¢ facile vedere che il minimo cercato si ottiene
quando p + /% = — p ossia p = — %[2. Quindi

Fe+m—/@ <f5)—/(—4)=t—=i=o®.

Consideriamo 1’equazione integrale
1

(5) x@=y@+f (¢, 9)f (v () ds,

0

dove y (1) €C o, 1] e K(¢,s) & una funzione continua in [o,1]X][o, 1]
tale che | K (z,s)| < 1.
Le soluzioni della (5) sono tutti e solo i punti uniti della trasformazione

1
nkNa:y@»+/K@,wf@@»w
0
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dello spazio di Banach C [0, 1] in sé. E banale verificare che la T soddisfa
la condizione

IT@—=TWl<olx—y)

qualunque siano le funzioni x e y appartenenti a C [o, 1].

La (5) ammette dunque una ed una sola soluzione per ogni y €C [o,1].
Nel caso particolare f(p) = £p, con 0<% <1, posto K*(¢,s) =K (¢, ) 4,
la (5) diventa la classica equazione integrale di Fredholm.
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