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Teoria dei controlli. — Problem: ottimali spettantt ar sistemi di
controllo con  parametri distribuiti ©. Nota I1 di Meumer NaAMIK
OGuzr6rRELT® e DEMETRIO MANGERON @@ presentata @ dal Socio
M. Picone.

SUMMARY. -— An optimization problem for a distributed parameter system is considered.
The results of the papers [2] and [3] are extended.

I. DESCRIZIONE DEL SISTEMA DI CONTROLLO. Sia S un dato sistema
di controllo ad una sola dimensione, definito nell’intervallo J=Ax|la<x <t}
Sia inoltre I = [#9,#] un intervallo temporale dato. Supponiamo che lo
stato del sistema S al momento # € I sia descritto dalla # — z (t,x;09,0),
che ¢ una funzione ordinaria rispetto a (¢, x) € [ X | ed un funzionale in ped
ed in v €V, ove con ® e V si sono denotati gli spazi di Banach di funzioni
continue su IX J con la norma uniforme.

Piti precisamente, supponiamo che sia

(I'I> %@"X;CP’Z/):Tl((P)(Z)x)+T2<v><zrx>,
per (2,x)€IX]e{p,v} € ®XV, mentre Ty e Ty sono certi operatori agenti

rispettivamente negli spazi ® e Ve definiti tramite le seguenti equazioni

¥
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ove A e @ sono parametri reali e K, e H, (n =1,2,3,---) sono funzioni
continue note nelle variabili #,x;061,%1,062,%2,---,0,,%,, essendovi conti-
nuamente differenziabili rispetto a # ed x per (¢,x) e per (¢, %), (61,81), -
-+, (0,,8,)€IX]. Le serie figuranti nella (I.2) oppure nella (I.3) come

ou

pure le serie corrispondenti a #, = % ed a 2, = 5, SOno presupposte ad

essere uniformemente convergenti per (#,x) €IX ], {¢,v} € ®XV [A|<R
e |w| <R, essendo R un numero positivo. Assumiamo inoltre che i nuclei
K,(#,x;01,61;--50,,8) ¢ H,(¢,x;061,81; -;06,,%,) sono simmetrici
rispetto a (o1, &1), (o2, %&2), -, (6,,£&,). Ogni coppia {¢,v} € DXV sard
chiamata un controllo ammissibile.

II. PROBLEMA OTTIMALE. Supponiamo che la performanza del sistema S

sottoposto al controllo {¢,v} € ®XV sia valutata tramite un funzionale
avente la forma

t b
(IL.t) Flp,u,v,un, :/{Q(cp(z‘,x) yu(t, x),v(t,x), u,(¢,x), ¢, x)dedx,

ove Q=0Q (¢,u,v,un,,¢,x) ¢ una data funzione non negativa, continua
rispetto a 7 ed x, continuamente differenziabile rispetto a ¢, 2% ,v e #, per
(¢,2)€Ix],{o,v} € ®XV, essendovi la # = 2 (¢,x; 0, v) data mediante
I'equazione (I.1).

Il nostro problema di ottimizzazione consta nella ricerca di un controllo
ammissibile {0, 29} € ® XV per il quale il funzionale F (¢, %, v, #,) assuma
il suo minimo nelle ipotesi che tutte le assunzioni citate pilt sopra siano
soddisfatte. Quindi,

(I1.2) F(g% #0,2%,4%) = min F(e,u,v,un,),

{p,v}€dxV
ove si & posto w=wu(t,x;9,v) e u'=uwu(t,x;¢", ). Ogni coppia
{90, 0°} € DXV per la quale ¢ valida I'equazione (II.2) sard chiamata un
controllo ottimale.
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L’esistenza di un controllo ottimale pud essere dimostrata sotto condizioni
molto generali concernenti gli spazi funzionali ® e V.

In questa Nota ci occuperemo soltanto, facendo uso della programma-
zione dinamica, delle condizioni necessarie per l'ottimality spettante ad un
controllo ammissibile.

III. CONDIZIONI NECESSARIE DI OTTIMALITA. Utilizzando il principio
di ottimalita [1] ed il metodo esposto nelle nostre Note [2] e [3], pubblicate
recentissimamente in questi Rendiconti, si pud dimostrare senza difficolty
che per un controllo ottimale il funzionale {0, 20}

5

(II1.1) G(<p,7/;T):—/”Q(cp('r,x),%(T,x),v(r,x),ux(r,x),'r,x)dx

a

assume il suo minimo per ogni 7 €I. E pertanto, per un controllo ottimale
si ha

(I11.2) 3,G(p,v;1)=0 3,G(p,v; 1) =o0, tel,
ove 3,G e §,G denotano le prime variazioni del funzionale G rispetto a ¢
e v, in corrispondenza agli incrementi 8¢ = 8¢ (#,x) e 3, = 3§, (¢, x) tali che

si abbia rispettivamente ¢ + 3p € ® e v + §,€V.
Sottolineiamo che si ha, ove si tenga conto dell’equazione (I.1),

t b

(111.3) Sq,%(z‘,x;cp,v):&p(z‘,x)—I—J‘J‘K(z‘,x;c,i)&p(c,z)

(S

48
(I11.4) Sy%@,x;@;y):JfH(z,x;c,@sy(c,a),

ty @
ove i nuclei K (#,x;06,8) ed H(¢,x; 0, &) sono dati rispettivamente tramite
1 seguenti sviluppi (vedasi le equazioni (I.2) e (1.3))

(I11.5) K, x;6,8)=Ki(z,x2;0,8)
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€

(I111.6) H{@,x506,8)=H(,%;0,8)

t b
+T“!fsz(z‘,x;cn,31;67£>Z’<°1’£1>d61d51

bbb
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toaz‘oa

E ovvio che i nuclei K ed H sono continuamente differenziabili rispetto
a (¢,x). E pertanto la derivazione sotto il segno integrale & permessa nelle
equazioni (IIL1.3) e (I1I.4) rispetto a # ed x.
Tenendo conto delle equazioni (III.1) e (II1.2), si ottiene
5

"9 3
(11L.7) { 1o 30+ 228+ 22 3w, | dx = o
c

b
(I11.8) J;—%S—Sv—l—asg SZ,u—l—»%%Squdx:o,

a

ove si ha Q :—.Q(cp(’r,x),u('r,x),v('r,x),ux(r,x>,*r,x).

Le equazioni (II1.7) e (II1.8) possono essere soddisfatte per le variazioni
arbitrarie continuamente differenziabili 8¢ e 8« allora ed allora soltanto se,
per t€1,(c,E)€IX], si ha

/ __Sg:
v

o,
0pR 22,

Oty
(I11.9) f 3

/;%S—H(T,X;G,E.\)—}“%Hx(r,x;c,g)%dx:a

a

O+ g (x50, de

€ pertanto,

Controlli ottimali si trovano tra i controlli ammzsszbzh {9, 2} soa’a’zsfa—
centi simultaneamente le equazioni (111.9).

IV. OSSERVAZIONI. 1. Le condizioni spettanti alle funzioni ed alle serie
figuranti nella descrizione del sistema di controllo, § I, possono essere
indebolite. Questo perd non costituiva la nostra preoccupazione nella pre-
sente Nota.

11, — RENDICONTI 1968, Vol. XLV, fasc. 3-4.
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2. Nella serie di Note successive esporremo i nostri risultati conseguiti
nello studio dei problemi ottimali polivibranti, caratterizzati dalla presenza
dell’operatore differenziale d’ordine superiore sotto la forma de derivata totale
nel senso di Picone [4], spettanti ai sistemi di controllo con parametri distri-
buiti, oppure presenteremo qualche altra estensione riguardante, ad esempio,
il numero e la natura dei controlli introdotti.

3. I risultati ottenuti possono essere applicati a qualunque modello
matematico del mondo fisico ove si sono conseguite rappresentazioni adequate
per le soluzioni ricercate. Mentoviamo in quest’ultimo ordine delle idee varie
rappresentazioni per le soluzioni di diversissimi sistemi integro—differenziali
studiati in questo decennio [35].

4. Di un notevole interesse ¢ pure il conseguimento dei risultati colle-
gati con la serie di profonde Memorie dovute all’Illustre Accademico Linceo
Mauro Picone [6] concernenti criteri sufficienti in generali problemi di Cal-
colo delle variazioni e la metodica spettante alla programmazione dinamica
ed al principio di ottimalita di R. E. Bellman, da noi conseguiti.
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