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Algebra, — Quelques propriétés des treillis des relations difonction­
nelles. N ota °  di G h e o r g h e  P ic  e I o a n  P u r d e a , p resen ta ta  dal 
Socio B. S e g r e .

R iassunto . — L ’insieme delle relazioni difunzionali (nel senso di J. R iguet [4]) fra 
due insiemi A , B costituisce notoriam ente una chiusura entro A x B ,  ed induce quindi ivi 
una stru ttu ra  reticolare. Questa viene studiata nel presente lavoro dove, fra l’altro, si assegna 
una condizione necessaria e sufficiente affinché il prodotto di due relazioni difunzionali 
risulti ancora una relazione difunzionale.

i. -  Riguet [4] a défini la relation difonctionnelle de la m anière suivante:
-1

D é f in i t io n .  -  L a re la tio n  R C  A x  B est difonctionelle si R R R C R .

Riguet a aussi m ontré que la relation R C A  X B est difonctionnelle si, 
et seulement si, Ton peut exprim er R de la manière suivante:

(1) R  =  U A ? X Bz où A,-i nA ,-a= 0  , B ,- n B f- =  0  et n=j=i2.
i €• I

Soit cC (A , B) l’ensemble des relations difonctionnelles entre les élé­
m ents des ensembles A  et B. Dans [4] (voir aussi [5]), on m ontre que 
S) (A , B) constitue une ferm eture dans A x B .  Soit cB (A X B) l’ensemble 
des sousensembles de A x B  et F : e6 (A xB ) -> oB (A X B) l ’opérateur de 
ferm eture défini par C* (A , B). L ’ensemble ordonné '(O (A , B) , C) est un 
treillis complet. Si R, € 3) (A  , B), i e I, alors

sup { R J , e i = F ( u  R ,),

inf (R J ,-e i  =  O R; .
A I

Dans ce qui suit, nous donnerons, en utilisant la caractérisation (1) du 
treillis CD (A , B), une construction pour

sup {R Jz-ei et inf { R J t-e i,

les R z étan t des relations difonctionnelles. On donne une condition nécessaire 
et suffisante pour que le produit de deux relations difonctionnelles soit à son 
tour une relation difonctionnelle. Enfin, on m ontre que le treillis (O (A , B) , C) 
est algébrique et on en déterm ine les éléments compacts. Pour les notations 
et nqtions utilisées nous renvoyons à [1], [4].

(*) Pervenuta a ll’Accademia il 3 ottobre 1968.
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2. — Soit R,- € $  (A , B), i 6 I , R,- =  u  Aï. X B,-.. Dans l ’ensemble
t e j ,  3 3

{A^.X }, i  e I , j  e J =  u  J i on définit une relation d ’équivalence en
t G- I

m ettan t A r  x B ^ A ^ .  X B/, si et seulement s’il existe une suite d ’éléments:

A/ X B/. =  A./ j
0) X B ?  , A?) X B ( 2) ( r i )

telle que

A?} n  A ?+1) OU B f n B r  +  o ,1 1 I 7

•, AT
j

o*+i).

:B'(») A i. x  B,-

n  — i.

Soit A r  X Br  la classe d ’équivalence dont le représentant est A*. X B*-.. 
Soit {^/}/eL une indexation bijective de l’ensemble quotient { A /.x B /.} /^ , 
P/ =  { U A/. X B r  I A l x B ^ .e ^ }  et ] P 7| la ferm eture rectangulaire de la 
relation Pi.

T h é o rè m e  i . -  sup {RJ,.€ Ï =  u | P / | .
/ G L

D ém onstra tion .-  Nous m ontrerons d ’abord que u  |P /| e O ( A , B ) .  Sup­
posons que p r x | P 7i| n  pr± jP /a| =}= o. 1 eL

Donc il existe x  e p r\  |P /J  n  p rx |P /a|, et par conséquence y 1 , y 2 6 B, 
tels que

(x , y x) e A® x  B ÿ  , A§> x  B ÿ  6 Sh ,

(x , y 2) e A f  x  B f  , A f! X B f  e §r .
7 J J J J

Il s ’ensuit que =  §/s, c ’est-à -d ire  p rx | P/, | =  p r x | P /s j. De la même 
m anière on m ontre que de p r 2 j PA | n  p r 2 | P /s | =4= °  il résulte p r 2 | P /t | =
=  ^ 'a |P / . | .

On voit aisément que R/ C U | P /1, i € I . •
/ G L

Soit m aintenant R,- C S , i  e I , S e ® f A , B ) ,  S = u A ^ X  Bk . Nous mon-
Æ G K

trerons que S =  (J I P / I. Soit A*. X Br , Ab X Bb e et A,*. X B,-. Ç A ^ x B ^ ,
/ g l  j j j j j j

Ab X Bb C A k> X B ^'. Il en résulté que

A i. x  B,. =  A?} x  B( 1 ) ( r i )A{n
“ ’ A V X B f) =  a : .  X Bi­

et on a

A/? O ^ =4= o ou B*\} O B^"^^ =4= o ,  k == i , 2 , - • - , n  — 1. 
j  j  1 ./ j  7

Cela signifie que A (/ }X B^} CA^X B  ̂ et A {P  X B (r  C A k> X B ^, /  =  1,2, • • • — 1,
donc A^ X B^ =  Akt X Bk>. Par conséquent, pour chaque P / , l  e L, il existe 
u n A ^ x B ^  tel que B/C A k x B k. Cela signifie que I P / j CA^ x B^  et u | P / | C S .

/ G L

T h éo rèm e  2. -  inf {R-}, e i =  U ( n  A,VJ  x  ( n  B,y V
/ e x f l ’e i  / u i  WG i  / u /

/ G I

Démonstration. -  Nous m ontrerons d ’abord que

R = U
/ e 5 iJ-z G I

X n
Ì G I b */m e $  (A , B ) .
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Suppons que

Si

t e . M n  C î . M + 0 '

+  alors f ^ g .
re i

Il existe donc un i e  I tel que et A ÿ ^ n  A * ^  =  o. Cela donne
une contradiction avec Thypothèse faite. De la même m anière on m ontre
que ( n Bÿ(.jn fn  b,-

t e l i e  i W ) " o donne n  B,- =  fi Bv ,
te i  ; te i

On voit aisément que R, G R, z e I.
Soit m aintenant S CR,-,  A I  et S =  U A / X B / .  Cela signifie que

/ € L
pour chaque A /X  B/ et chaque z e l  il existe un j  =  f  (i) tel que 
A / X B / Ç  X B ^ .  Donc A / XB /  C A y (̂ j X  ̂ O Donc S C R .

Théorèm e 3. -  Soit Ri e © (A , B) , R2 e 3) (B , C) , Ri =  u  A,- x B , , 

R2 =  U ByXCy, l '=  { te l  I 3/ € J , B,-n By =f=o}, J /== {7 e J | e I , B ,n  By=(=o}.
j e  J

R 2 Ri est une relation difonctionelle si et seulement si Von peut trouver des 
décompositions V =  U I* et J ' =  U Jk telles que lk c \ l k = 0  et ]k n h  = 0

^eK keK  2 t a
k\ 4= kl et Bik n  Bjk 4= o où ik e 1̂  , j k e .

Démonstration. -  Si les conditions du théorème sont satisfaites, alors:

R 2R i =  ( U A z- X B, 
i e  i

U ByXCy =  
i e  J

U A,XB,- u  U A* X B,
ìev  / »ei-i'

U B X C -) U ( U B ,X C
j e  J1 j e  J-J'

( U  A yX B yj • j U  By . ( y

u  U A,- X B,
k 6 K \ ÿ, e ilk*=lk

U
t e K \ J k e ] k

U Bjk X Cjk

U
keK

U

lk e  h
U (A^ X B ,) . u  (B;  ̂X Cŷ  ) 

(A^ X B^) • (B^ X Cjk)u
keK LVk ,Jk) e i kxjk

U ( U A i x Cj j — U ( U A  i j X ( U Cj

M ais

donc R 2R i e © (A , C).

u  A,- n  u  a ,7
*ieii U  \ f i e q jk e h

u  C /J n )  u  C/,l =  o si ^4= /,
A e j/
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U n exemple nous m ontrera que, si les conditions du théorèm e ne sont 
pas vérifiées par R i et R2, alors il est possible que R 2 Ri ne soit pas une 
relation difonctionnelle.

Soit R i =  (Ai X Bi) u (A2 X B2), R 2 =  (Bi X Ci) U (B2 X C2); Bi n  B[ 4 ,  o, 
Bi H B2 =4 °» B2 n Bi =  o, B2 D B2 =4= °- Alors R =  R 2R i =  [Ai X (Ci u C2)] u
U (A2 X C2). R R R =  [Al X (Cl U C2)] u [A 2 x  (Ci u C2)] U (A2 X C2) 4= R. 
Donc R £ 3) (A , C).

Remarque. -  Si Ri , R2 é ë (A  , A) C ® (A , A) , Ri =  u  A, x A , ,

R 2 =  By X  By [£ (A , A) est l ’ensemble des relations d ’équivalence partielle

dans A], alors R 2R i 6 d ( A , A )  si, et seulem ent si, en plus des conditions 
du théorèm e 3 sont vérifiées les conditions suivantes:

U A,- = U By

3. T héorèm e 4 . -  Le treillis (© (A , B) , C) est algébrique.

Démonstration. -  Soit {R, }, 6 i un ensemble dirigé de relations difonction-
nelles. Nous m ontrerons que R = U R, est une relation difonctionnelle. En effet

,•01

R  R R u R.-ÏÏ uR,
i e i  / u e i

u R,i =
i e i  /

U R ,) ( u  R,-) =  u  R,- R,-, R,-,.
t O I /  \ i  O I /  i x , z2,23 G l

L ’ensemble {R ,} ,ei é tan t dirigé, il s ’ensuit que pour chaque h  , h ,  h  e I il

existe un i e l  tel que R ,,, R,-,, R ,3 C R , . Donc R fi R 4 R,, C R,-R* R , =  R.
-1 - i

parce que R,: e © (A , B) et R R R  C u R .- R ^ R ,^  u R ,  =  R. Cela signifie
t e i  /e i

que R  e ® (A , B).

THÉORÈME 5- — L a relation R G 2) (A , B) est compacte dans (V) (A , B) , C)
n

si, et seulement si, R  — U A k X Bk où n est un entier p o s itif et A ^xB ^ a seu­

lement un nombre f in i  d'éléments.

Démonstration. -  Soit A ^xB ^ C sup {R,.},-e I , où R,- =  u  A,-. X B,-, et
j  C- JA

S-k X =  {%i , • • •, x m } X { y i  , • • • , y h }. Le théorèm e I nous m ontre que 
Aj XB* Ç | P/ | .  (xl , y r) t \ P/ |  signifie q u ’il existe un A l  x  B I e P ; tel que

x i e A,\ ou y r e B I , /  =  i , m ; r  =  i ,•• - , h. Soit R /  la relation qui 

a comme composante A l  X B [.. Donc A ^xB * Ç sup { R ^ } A ' - ' T  et cela
n

signifie que A^ x B^  est compact et -R =  U A k x B k est à son tour une
k=i

difonctionnelle compacte.
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Réciproquem ent, si R =  U A,-X B- est une difonctionnelle compacte,
*ei

alors R =  sup { ( x  , y )  }(x ,y) e  r  . R étant compacte, il en résulte R =  
— sup { ( x i ,  y i )  (xn , y n)}(xk ,yk) g r  , k =  I , 2 , • • •, fi. Donc R est égal à la
réunion de ceux des A, X B,- qui contiennent au moins un ( x k, y k), k  =  i, • • • , n.

Remarque. -  Soit 3d (A , B) Ç 3) (A , B) le treillis des relations difonc-
n i

tionnelles U A t-x B t-. U n résultat connu (voir par exemple [i] ou [3]) donne
i= 1

que le treillis des idéaux d ’un semitrellis avec élément zéro (3>i (A , B) , u )  
est isomorphe à (3) (A , B) , C).
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