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Algebra. — Quzlguzs propriétés des treillis des relations difonction-
nelles. Nota® di GHEORGHE Pic e loaxn PurpEa, presentata dal
Socio B. SEGRE.

R1ASSUNTO. — L’insieme delle relazioni difunzionali (nel senso di J. Riguet [4]) fra
due insiemi A, B costituisce notoriamente una chiusura entro A X B, ed induce quindi ivi
una struttura reticolare. Questa viene studiata nel presente lavoro dove, fra I’altro, si assegna
una condizione necessaria e sufficiente affinché il prodotto di due relazioni difunzionali
risulti ancora una relazione difunzionale.

- R1guet [4] a défini la relation difonctionnelle de la maniére sulvante
DEFINITION. — La relation RCAXB est a’zfonctzoml/e sz RRR _R.

Riguet a aussi montré que la relation R QAXB est difonctionnelle si,
et seulement si, 'on peut exprimer R de la maniére suivante:

(1) R:UIA,;XBi ot A;NA,=a2 , B,iNB,=a et da==1.
ie

Soit © (A, B) l'ensemble des relations difonctionnelles entre les élé-
ments des ensembles A et B. Dans [4] (voir aussi [5]), on montre que
D (A, B) constitue une fermeture dans A XB. Soit B(AXxB) I'’ensemble
des sousensembles de AXDB et F:#(AXB) > #(AXB) lopérateur de
fermeture défini par D (A, B). L’ensemble ordonné (D (A, B), C) est un
treillis complet. Si R; €D(A, B), 7€l alors

sup {R;}ier = F(U R;),
YE<3 !
inf {R;}er= N R,.
7 €1

Dans ce qui suit, nous donnerons, en utilisant la caractérisation (1) du
treillis ® (A, B), une construction pour

sup {R;}ier et inf {R;}er,

les R; étant des relations difonctionnelles. On donne une condition nécessaire
et suffisante pour que le produit de deux relations difonctionnelles soit & son
tour une relation difonctionnelle. Enfin, on montre que le treillis (9 (A, B), )
est algébrique et on en détermine les éléments compacts. Pour les notations
et notions utilisées nous renvoyons a [1], [4].

(*) Pervenuta all’Accademia il 3 ottobre 1968.
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2. — Soit R, €e®(A,B), 7€l, R, =y A X B Dans I’ensemble
i€l;
{A X By, } el ]6]— U J; on définit une relation d’équivalence en

mettant .A.z ><B ~A ><B si et seulement s’il existe une suite d’éléments:

A; xBi = AP xBY, AP xB® ..., A” xB" = A, xB;
J J J J J 7 J J 7 J
telle que
% k41
APA AT 0 ou BYNBE Lo, k=1, n—1,

Soit A, X Bi, la classe d’équivalence dont le représentant est Ai X By .
Soit {é/}zeL une indexation bljectlve de T'ensemble quotient {A ><B }/~
Pl—{uA X B, \A ><B €8,} et |P;| la fermeture rectangu1a1re “de la
relation Pl

THEOREME 1. — sup {R;}e1= Ule‘

Démonstration. — Nous montrerons ‘d’abord que U ]Pz‘ €D(A, B). Sup-
posons que g7y |P,| N pry | Py ==o.

Donc il existe x € pry [P, | 0 pry |P,,|, et par conséquence y;, v, € B,
tels que

1 1 1 P
(w,y) €AY xBY . AP xBes,,
2 () 2 2
Il s’ensuit que &, =§,, cest-a—dire pr; | P, | = pr; | P, |. De la méme

maniere on montre que de pry [P, | N pry | Py | =0 il résulte pry | P, | =
= ﬁ72 ‘ Pla“
On voit aisément que R, C U |P,]|,
233

Soit maintenant R, CS, /€I, SeED(A,B), S= U A, xB,. Nous mon-
rEK
trerons que S = ZLé)L‘ P;|. Soit Az-j. XB@., A,] X Bz'j.E 8, et Az-]. X Bz-j CA,XB,,
AZ}.XB}J. CAp XBp. Il en résulte que
J J J 7 7 J J 7
et on a
® 1) ® @+1) o
Alijyigizo ou B%l,nB,j == o, k=1,2,-,m I.
Cela signifie que AE'/Z.)XB(Z‘]I.) CA,xB, et Aij.) X Bg) CApX By, l=1,2,---,n—1,
donc A;X B, = Ay XBy. Par conséquent, pour chaque P,, /€L, il existe
un A, X B, tel que P,C A, xB,. Cela signifie que |P,|CA,;XB, et zuLl P, CS.
p
7, N _ . . _ . '\ BZ .
THEOREME 2. inf {R,}rer fek)éIJi (,-QIAW)) X (1(21 f@)
i€

Démonstration. — Nous montrerons d’abord que

R= U (nA,M) (mB,f()>e®(A,B>.

fEXJl- i€l
i€l
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Suppons que
(2, Azm) (m Ag(z)) +0.

Si N A,f(i) :}:iQIAig(i), alors  fg.

iel
Il existe donc un 7 €1 tel que f(2) =g () et A,ﬂi)
une contradiction avec I'hypothése faite. De la méme maniére on montre

que (m Blf(z)) (m Bg(l)>:}:o donne 0 B,f(l) 0 BW>

N A{g(;) = 0. Cela donne

On voit aisément que R; CR, 7€ I.

Soit maintenant S CR;, 7€l et S= U A,;xB,. Cela signifie que
leL
pour chaque A;XB; et chaque 7€l il existe un ;= f(7) tel que

Ay X By C Ay X By Done AZ><B,£<O Ayy) X (m BM Donc S C R.

THEOREME 3. — Soit Ri€D(A,B), ReeD(B,C), Ry— UAXB;,

Rz—UBXC I'={i€el|3j€], B,nB,==0}, J’—{je][azeI BmB == 0}.
€]

Ro R1 est une velation difonctionelle si et seulement si I'on peut trouver des
décompositions 1'= 0 1, et J'= U ], telles que 1, N1, =0 et J; N ]p=0
kE€K FEK

si fis=ke et B, OB, ==0 o 4 €], j€],.

Démonstration. — Si les conditions du théoréme sont satisfaites, alors:
RoRi = U A, X B, U B;xC;
i€l J€]J

[l e -
|#€K\7e], |

= U l @) <A‘Z XB,’Q . @) (Bij Cjk):l =
. fkejk

U, BB - (B, O | =

LG ip€1pxy,

= U U‘A,;x(‘,-é:u(uA) (.UC&,.
EER\(Gy,ip€lx], °© keK\el, / Jz€J,

Mais (u A) (u A>:o, ( U C@)ﬁ( U le>:0 si k==,
eI, el €T, J1 €1y
donc ReR; €D(A,C). ~

k€K
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Un exemple nous montrera que, si les conditions du théoréme ne sont
pas vérifies par Ri et Rg, alors il est possible que Rs Ry ne soit pas une
relation difonctionnelle.

Soit = (A1 X B U (A2 X By), Re = (BixC1) U (ByXCe); BiN By=o,
Bi1n Bg;};o Ba N B1 =0, B2 thf:O Alors R = R2R1:[A]><<C1UC2)] @]

U (A2 X Cy). RRR = [Aix(CiuCy)] U [Ag>< (CGLuC)] U (A2 X Cy) == R.
Donc Re¢9D(A, Q).

Remarque. — Si Ri,Re € 8(A,A) C 9(A,A), Ri= U A, XA,
i€l
Rz = U B;XB,; [8(A, A) est 'ensemble des relations d’équivalence partlelle
€J

dans A], alors ReRi €8(A,A) si, et seulement si, en plus des conditions

du théoreme 3 sont vérifiées les conditions suivantes:

UA;*UB

E—Ié éGJé

3. THEOREME 4. — Le tredllis (D (A, B), C) est algébrigue.

Démonstration. — Soit - {R; }ie1 un ensemble dirigé de relations difonction-

nelles. Nous montrerons que R = U R, est une relation difonctionnelle. En effet
i€l

-1 1
RRR:(U R,-)(u ,»)(uRZ.>:
i1 i€1 / &1

—1) —1
= ( U R,-) (u R,-) (u Rz-> = U R;R,R,.

i€l 7€l €1 T1505,63 €1

L’ensemble {R;};¢1 étant dirigé, il s’ensuit que pour chaque 71,422,723 €1 il
—1
existe un 7€l tel que R;, R, ,R,3Q R;. Donc R, R,2 CR,R;R, =R,

parce que R, €D(A B) et RRR _ U R; R R, = UR;=R. Cela signifie
zel icl
que ReD (A, B).

7y

THEOREME 5. — La relation R € D (A, B) est compacte dans (D(A,B), O

sz, et seulement si, R = U Ay X B, o2t n est un entier positif et Ay X B, a seu-
B=1
lement un nombre fini d’éléments.

Démonstration. — Soit AyxB; C sup {R,;};ier, ot R; = UA.. X B,
7€];

Ay X By ={x1, -, 2, } X{¥v1, ,7} Le théorétme I nous montre que

M X By CIPy|. (x7,,) €|P;] signifie qu'il existe un Af'j ><B;’-7.E P, tel que
7 ’ .

xZEAg. ou yrEBZ],, l=1,--ym;r=1, -,k Soit R/ la relation qui
lr I=1,.--

a comme composante Ang%. Donec A;x B, C sup {R; }iti; et cela

‘ n
signifie que A,XB, est compact et R = U A,XB, est & son tour une

=1
difonctionnelle compacte.
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Réciproquement, si R = U A, XB; est une difonctionnelle compacte,

il
alors R = sup {(x,%)}e,ner. R étant compacte, il en résulte R =
=sup {(x1,51) ," ", ¥, V)},sper, £ =1,2, -, 7. Donc R est égal a la
réunion de ceux des A, X B; qui contiennent au moins un (x;, ¥,), £=1,- - -, 7.

Remarque. — Soit D1(A, B) CD(A, B) le treillis des relations difonc-

tionnelles U A; X B,. Un résultat connu (voir par exemple [1] ou [3]) donne
i=1
que le treillis des idéaux d’un semitrellis avec ¢élément zéro (D1 (A, B),U)

est isomorphe a (D (A, B), O).
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