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RENDICONTI
DELLE SEDUTE

DELLA ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali

Ferie ig68 (Settembre-Ottobre)
(Ogni Nota porta a pie’ di pagina la data di arrivo o di presentazione).

SEZIONE I
(M atem atica, meccanica, astronom ia, geodesia e geofisica)

Algebra. — Sui gruppi trifattorizzabili. N ota I (#) di J e n ö  S z é p  

e G u i d o  Z a p p a ,  presentata  dal Corrisp. G . Z a p p a .

R é su m é . — On donne les résultats principaux obtenus par les auteurs dans une recher
che sur les groupes factorisables, c’est à dire sur les groupes qui peuvent être représentés 
comme produit de trois sous-groupes propres et conjugués.

E noto che un gruppo G non può essere rappresentato sotto la form a AB, 
con A  e B sottogruppi propri, tra  loro coniugati. Il num ero m inimo di fattori 
che possono com parire in u n ’espressione di G come prodotto di sottogruppi 
propri coniugati è quindi 3. Si presenta pertanto  il problem a di determ inare 
i gruppi G per cui esistano tre sottogruppi propri tra  loro coniugati, H i , H 2 , H3 
tali che G =  H i H 2 H3. Tali gruppi verranno detti trifattorizzabili.

Nella presente Nota, gli autori espongono i principali risultati sin qui 
raggiunti, in una loro ricerca sui gruppi trifattorizzabili. Le dimostrazioni, 
assieme ad altri eventuali risultati, com pariranno in un successivo lavoro.

1 ■ — U n gruppo G si dice trìfattorizzabile se esistono un  sottogruppo 
proprio H di G e due elementi a , b di G tali che

(1) G =  ö H L 'H i l H r 1

(cioè se G è prodotto di tre sottogruppi propri tra  loro coniugati). Si dice 
allora che i tre sottogruppi atì.a~x , H , bìib~ l (presi nell’ordine) costituiscono
una trifattorizzazìone di G.

(*) Pervenuta a ll’Accademia il 6 settem bre 1968.

9. — RENDICONTI 1968, Vol. XLV, fare. 3-4.
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I . I I I  gruppo  G è trifattorizzabile se e solo se esistono un sottogruppo proprio 
H d i G e un  elemento a d i G tali che

(2) G =  H a -m a H .

Infatti, se vale la (2) i sottogruppi H , a~xYia , H costituiscono una tri- 
fattorizzazione di G. Viceversa, se G è trifattorizzabile, vale la (1) con H 
sottogruppo proprio di G e a , b elementi di G. Si ha allora

G =  aTxGb =  a~xa \ ia r lm m - lb =  H a ^ H b H  .

Esisteranno quindi tre elementi hi , , hz di H tali che

i — h\ ar1 h% bh%

cioè
b — k p 1 a h i1 h ^ 1

Si ha allora

G =  H a -1HÄH =  =  H a ^ H a H .

2. -  Criteri d i esistenza d i complementi normali d i H.

2.1. -  Se G è un gruppo fin ito , ed è G =  Hæ-1HæH con H sottogruppo 
d i H a ll d i G e a elemento d i G, si ha che i l  normalizzante N(H) di H in  G 
coincide con H.

Sia infatti IT l’insieme dei num eri prim i che dividono l ’ordine di H. 
Sia x  un elemento di N(H). Si avrà

x  =  hi a~x h% ahs

con hi , h% , h% in H. Allora anche hfi1 x h ^ 1 =  aT1 h^ a è in N(H), perché 
hi , x  e hz vi sono. M a a~xh% a è un li-elem ento , onde, essendo a ^ h ^ a  perm u
tabile con H, risulta che il sottogruppo {H  , a~x h%a} generato da H e a~xhza  
è un li-so ttog ruppo  di G. Essendo H un II-sottogruppo di Hall di G, si ha 
che {H , a~1h2o} =  H, cioè ar^h^a  è in H. Essendo hi e h% in H, si ha che 
anche x  =  h ia ~ xh2ah% è in H, onde N(H) =  H.

In base al noto teorem a di Burnside sull’esistenza di un complemento 
norm ale di un sottogruppo di Sylow appartenente al centro del proprio 
norm alizzante, e ad un teorem a di W ielandt [2] che generalizza il teorem a 
di Sylow, si può dim ostrare il teorema:

2.2. -  S ia  G un  gruppo fin ito  e sia  H un suo sottogruppo d i H a ll appar
tenente a l centro del proprio normalizzante. Allora esiste un  sottogruppo N 
normale in  G tale che G =  HN , H f i N  =  1.

D a 2. i e 2.2 discende:

2.3. -  S ia  G un  gruppo fin ito , e sia  G =  H ^ _1H ^H  con H sottogruppo 
d i H a ll ab eli ano d i G , e a elemento d i G. Allora esiste un  sottogruppo normale N 
d i G tale che G =  HN , H f i N  — 1.
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Nel teorem a precedente, non si può sostituire l’ipotesi che H sia abeliano 
con quella che H sia nilpotente. Infatti il gruppo totale S4 di perm utazioni 
su 4 oggetti ha un sottogruppo H d ’ordine 8 (naturalm ente, nilpotente), e si 
ha S4 =  H a ^ H a H  con a conveniente elemento di S4. E ppure S4 non con
tiene sottogruppi norm ali di indice 8.

N eppure se si suppone che l’ordine di G sia dispari, si può sostituire 
l ’ipotesi che H sia abeliano con quella che esso sia nilpotente. Sia infatti G 
il gruppo d ’ordine 3 7 • 7, generato dagli elementi a i , a% , • • •, a1 , b , c legati 
dalle relazioni

3a'i =  i (i =  i , 2 , • • •, 7), b =  i , â’ =  i , a-x a2 - ■ -a7 = 1 , ai aj  =  aj  ai 

{ i , j =  i , - • - , 7), b 1 ai b =  a,+x (7 = 1 , • • • , 6) ,  b~x a7 b =  aL , c~x a± c =  a2, 

c~x a2c — a4 , c~x a3c =  a6 , c~x a^c — aL , c~xa5 c — az , c~l a§c =  a5,

r _1 drj c =  0,7 , z“'1 bc =  ò2 .

Gli elementi ax , • • •, a7 , c generano un sottogruppo H d ’ordine 37 (na tu 
ralm ente, di Hall e nilpotente) e si ha G =  H V 1 H ^H . D ’altra parte, G non 
contiene alcun sottogruppo norm ale d ’ordine 7.

Nel caso in cui H abbia ordine dispari, si può però arrivare ad un teo
rem a più forte di 2.3, ricorrendo ad un noto teorem a di Thom pson [1] sull’esi
stenza di complementi norm ali.

Se P è un ^ -g ru p p o  finito, indicheremo con J(P) il sottogruppo unione 
di tu tti i sottogruppi abeliani di P per i quali è massimo il num ero dei gene
ratori appartenenti ad una loro base. Si dim ostra allora il teorem a seguente:

2.4. -  S ia  G un gruppo fin ito  e sia  H un suo sottogruppo d i H a ll nilpo- 
tente d'ordine d ispari, i l  cui ' normalizzante coincida con H. Inoltre , detti 
p i - >Ps i divisori p r im i dell'ordine d i H, z Pf i l  p-sottogruppo d i Sylow  
di H (1 =  i , • • •, s), sia P ’- contenuto nel centro d i P?: e sia J(P*) =  P , . 
Allora esiste un sottogruppo normale N d i G tale che G =  H N , H f ì N  = 1 .

Tenuto conto di 2.1, si ha

2.5. -  S ia  G un gruppo fin ito , z sia G =  H zr^H zH , con H sottogruppo 
d i H a ll nilpotente d'ordine dispari d i G, e a elemento d i G. Inoltre , detti 
P i r  • ;> Ps l divisori p r im i dell'ordine d i H, e P2 i l  p-sottogruppo d i Sylow  
d i H, sia Pi contenuto nel centro d i e sia J(P,-) ■== Pf-. Allora esiste un sotto
gruppo normale N di G tale che G =  HN , H fi N =  1.

Il sopracitato esempio di gruppo d ’ordine 37f  non contraddice questo 
teorem a, perché per esso J(H ) =  {ax , • • •, a7}, quindi J(H ) =j= H.

Si osservi che si può avere G =  H ar1 UaU  anche nell’ipotesi che G sia 
semplice e H sia un sottogruppo di Hall risolubile. Infatti, se G è il gruppo 
alternq A5 di perm utazioni su 5 °ggetti, e H è il sottogruppo costituito dalle 
perm utazioni in A5 che lasciano fermo un dato oggetto, si ha che G ha ordine 60 
ed è semplice, che H ha ordine 12 e quindi è di H all e risolubile, e che 
G — H ^-1 H ^H  con a conveniente elemento di G.
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3. -  Trifattorizzazioni massimali d i grupp i f in it i  risolubili. Sia G un 
gruppo finito, H un suo sottogruppo proprio e a un elemento di G, tali che 
G =  H a ^  H a l i . La trifattorizzazione H , a~X Ha , H si dirà massimale se 
non esiste alcun sottogruppo H i di G tale che H <  H i<  G e G =  Hi b~1 H i òHi 
con b in G.

Se G è un gruppo e H è un suo sottogruppo, dicesi nocciolo di H in G 
l ’intersezione di tu tti i coniugati di H in G, ovvero l’unione dei sottogruppi 
norm ali di G contenuti in H.

U n sottogruppo H di un gruppo G si dice antinormale se il suo nocciolo 
in G si riduce al sottogruppo unità. Se M è il nocciolo di H in G , H /M  è 
antinorm ale in G /M .

Si ha facilmente:

3 . 1. S ia  G un  gruppo fin ito , sia H un suo sottogruppo proprio sia a un  
elemento d i G, e sia M i l  nocciolo d i H in  G. Allora si ha G =  Hæ-1 H<fiH se 
e solo se G /M  -  (H /M ) (a M fii  (H /M ) (aM)  (H /M ).

Poiché H/M  è antinorm ale in G/M, nella ricerca delle trifattorizzazioni 
m assimali dei gruppi finiti risolubili ci si può ricondurre al caso in cui il 
sottogruppo H sia antinorm ale in G. Si dim ostra il seguente teorema:

3 . 2 . -  S ia  G un  gruppo fin ito  risolubile. S i  ha allora G =  Ha ~ 1HaH  
con H sottogruppo antinormale in  G, a elemento conveniente d i G, e H , a 1 H a , H 
trifattorizzazione massimale, se e solo se:

a) E  G — HN con N sottogruppo normale m inim o d i G (<quindi abe- 
liano elementare), H f l N  =  1, e il  centralizzante d i  N in  G coincide con N;

b) Esiste un elemento b d i N tale cheì detto L  V insieme dei trasformati 
di b mediante g li elementi d i H, ogni elemento d i N possa esprimersi, almeno 
in  un modo, nella fo rm a  /fi11% con l\ yh  in  L.

In altri term ini, gli elementi di L  costituiscono una specie di « differ
ence set » di N.

B ib l io g r a f ia .

[1] J. G. T h o m p so n , N orm al p -c  (implements fo r  fin ite  groups, « Journ. of A lgebra», 1, 43-
46 (1964).

[2] H. WlELANDT, Z um  Satz von Sylow, «Math. Zeitschr. », 60, 407-409 (1954).


