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Equazioni differenziali. —  Sul criterio di unicità di de La Vallèe 
P o u s s i n N o ta0  di M a r i o  M a r t e l l i , presentata dal Socio 
G .  S a n s o n e .

S u m m a r y . —  We give a criterion for the uniqueness of the solution (according to Cara- 
théodory) of particu lar boundary  value problems^ This criterion is based on an inequality 
sim ilar to the classic one by  de La Vallée Poussin.

1 • ~ Considero il problem a ai limiti omogeneo per il sistema differenziale:

n

( 1 ) * (M) 00 =  X ,- an-i 00 001

(2) x ( t j )  =  o , ( j  =  i , 2 , • • •, n)

con [a , b\ intervallo finito assegnato, a <  t i <  h -  • • <  tn<  b.
Si suppone che an-^(f) G l / [ a , b], i =  i, • • •, n , i <  /  <  oo, essendo L [̂<z , <£] 

lo spazio delle funzioni t -> a (/) m isurabili in [# , <£] con

b

/ I a (/) ^ d /<  oo , se l <  p  <  -fi oo

(integrale di Lebesgue) e con

ess. sup. I oc (t) | <  oo, se p  =  oo.
t €: [a,b]

Chiamerò soluzione del problem a una funzione x  (/), con derivata n — i 
assolutam ente continua, che verifichi la (i) quasi ovunque in \a , b\ e sod­
disfi la (2).

Ch. de la Vallée Poussin ha dim ostrato [1], nel caso an- { (t) e C [a , b], 
che| se risulta b — a<i ho dove hQ è la radice positiva dell’equazione:

(3) L n hn
n\ ( n — ■ 1) ! +  *•• + 1 = 0

L z-_i =  m ax [ an- i ( t )
te[a,ò]

(f =  i , • • •, n),

la sola soluzione del problem a (1), (2) è quella identicam ente nulla.
L a (3) è stata notevolm ente migliorata, nel caso n — 2 ed n =  3, da 

Z. Dpial [2] e A. L asota [3] rispettivam ente.

■(*) Lavoro eseguito nell’am bito del Gruppo n. 11 di ricerca m atem atica del C.N.R. 
(**) Pervenuta aH’Accademia il 17 luglio 1968.
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M. H ukuhara  [4] ha dimostrato, nel caso an- t (/) € L 1 [a , b], che se 
risulta b —  a <  h§ , dove hQ è la radice positiva dell’equazione

(4) il ^ 0  ||i hn +  y a± ||i hn~X +  • • * +  Il a,n-i |M  — 1 =  0

b

Il Cin — i ||l j ’ I ß'K—i ( / )  I d

il problem a (1), (2) am m ette la sola soluzione identicam ente nulla. 
Nel presente lavoro intendo provare il seguente

T e o r e m a .  -  « Posto
b

Il an-i \\p =  1 ■!/, I an- i ( t ) \ p d t se 1 <  p  <  +  00,{ b ~ d ) ‘p J

a n- i  I I « ,  =  ess. sup | a n- i  (t)
tQ[a,b~\

se p  =  oo,

sia ho la radice positiva delVequazione

(S p)
""O IIp

(n-—-i) ! hn + ili/) j  n — \

(n—2) ! +  ••• +  -
I *4  —  2  I \p j n , Il * 4  —  1  I \f> 7— _ —a-h* -f  ------ -— — 1 =  0 .il o !

Allora se h —  a<Cho il  problema (1), (2) ha solo la soluzione identicamente 
nulla ».

Dimostrazione. -  Procedendo per assurdo supponiam o che sia b — a < h o  
ed esista una soluzione del problem a (1), (2): x  (f) non identicam ente nulla. 
La x  (t) è quindi una funzione con derivata n — 1 assolutam ente continua 
e si annulla n volte almeno nell’intervallo [a , b].

Consideriamo n — 1 zeri della x( t)  : 4 ,  4  • • • 4 -1 .  Sia p. =  m ax | #<*“ *> (t) \ 
e tn+i un qualunque punto di [a , b]. teia,b]

L a funzione

® ( t ) = x  (t) (t-- il) (/---ti)- ■ -(t---tn-l) .
(«— I)! 'A

dove A  — ( n — i) ! x  (4 +i)/(4 + i— 4 ) - - - ( 4 + i — 4 -1) si annulla in 
■ > 4 —1 } 4+1 •

Esiste quindi un punto E, interno ad [a , b] tale che =  o, ovvero
x ^ - V  ( £)— A =  o, e perciò

x  (4+i) — (4+1 4 ) (4+1 — t'i) • • *(4+i — 4 - i )  b (%)l(n — i) ! .

M a essendo 4+1 un generico punto di [a , b] abbiam o

I* »  l:s: + 0 1 11 ( ' ■ - ■ •  ■ ■ ' - ■ '- 0 .1  <  + i y r  (fi -  » r 1.
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e in generale

(6) I x(i) 00 ! <  H- % V }— I)! ’ 1 =  O > 1 - • • • - n ~  i .

(Questo ragionam ento è analogo a quello usato da de L a Vallée Poussin per 
la dimostrazione del suo teorem a [ i ]. Cfr. anche [5] p. 181).

D ’altra parte %(n~9  (t) e U [ a  , ò] con i \p  +  \\q =  1, i =  1 , 2* • -n, e quindi:

(7) an- i  (t) (t) e l }  [a ,b] , xW  (/) 6 L 1 [a , b].

Consideriamo l’eguaglianza

t
x (n-l) =  (£) -}- j  X(*) (t) dT .

\

Dal momento che la x  (t) deve annullarsi n volte almeno in [a , ò] esiste 
certam ente y) £ \a , ò] tale che x n̂~ 9  (^) =  o. Allora l ’eguaglianza precedente 
può essere scritta nella forma

Quindi

t
Çf-J dT.

j ^ (f) J <  f  j (t) [ c ì t<  I j x(x> (f) I

ed anche

(8) m ax I x
t G [a,  b]

a

(*-l> (/) j =  [X <  J |  *<"> (/) I d/.

R iprendiam o ora la (i). Per la soluzione x  (f) che stiamo esaminando 
potrem o scrivere

I x(n) (t) I <  S i  I an-ì 0 ) I I (0  1

R icordando la (7) e la (8)

q,o. in [a , b \ .

p  <  j I x(n\ (t) I d/ <  ' E i j  I ( 0 1 I # (*“ *)(*)-| d /.
a a

Supponiam o dapprim a 1 <  p  <  -f- 00 e successivamente considereremo 
i casi p  —  i , p  =  00.
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i) Applico ora, nel caso I <  p  <  oo, la disuguaglianza di H ôlder- 
Riesz ed ottengo

b b

(9) <  ]£,- ( j \  (0 \p d /j ,P ■ ( y  l r l '- ' l  (t) |? dtj •
a a

Tenendo presente la (6), la (9) diviene:

(z_ j y r - ( ^ — «)1/?( y  ^ d /j =
a

V  ( * - « r 1+1/* /  fi ^  ^
^  'J- - f  » (z — 1) ! d/j  •

a

R icordando la posizione fatta all’inizio del teorem a potrò concludere:

n// slip M h ib — aY h h■(ß —  a) I) a„-j\\P=  ^^  ;y.. ), ;

Dividendo per fi, =j= o otterrò infine

n

(io) t - V  (̂ æ)‘1 — (z — i)! H H>

che è in contraddizione con la (5^) poiché per ipotesi b —  a <  ho. Dunque non 
può esistere una soluzione del problem a (1), (2) che, in tale ipotesi, risulti 
diversa da quella identicam ente nulla.

ii) Q ualora sia p  — 1 vale la disuguaglianza seguente:

b b

I I a (t) I I b (t) I d t <  ess. sup. | b (f) | I | a (/) | dt
J  t€r[a,ò]  J

a a

se a (t) e L 1 [a , è] e b (t) e L°° [a , b\.
Allora, dato che nel nostro caso b (t) =  x n̂ (t) G C* 1 [a , b] , i =  1, 2 • • • n, 

potrem o porre senz’altro

S* ^  H i  / I a» - Y )  I |*(”“ °00 I dt <  p 7Z= an- i  (/) I dt .

E tenendo presenti, ancora una volta, le posizioni fatte all’inizio del teorem a 
otterrem o

y  {b— a){
~  7 * ' 0'” 1) 1

&n — i 1
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ancora in contraddizione con la (5^), che in tale caso si riduce alla

h  Hi 7n-l
(Si)

\aoWl h n +  N*
(n— i) ! (n— 2) !

in— 1 I I II ~n-2 111 72 . Il V . l  1 7h  1 t h d-------—-----h — 1 =  0 .o !

ili) Se p  =  oc va osservato che si ha anche an^ ( t )  e L 1 [a , ò], quindi 
può essere applicato ancora il procedimento precedente che conduce alla 
diseguaglianza

n
t V  (ä~ aY h - h 1 ~ i * '  (?—i)i I' n ~ l  I'1

in contraddizione con la (51).

2. -  Osserviamo che la (5^) è tanto migliore quanto più grande è ho e 
quindi quanto più piccoli sono i coefficienti di hn , • • •, h.

Perciò per p  =  1 la (5^), ovvero (51), è migliore della (4). Invece se 
p  ~  oc la (5^) è in generale peggiore della

(30
I a 0  1̂ 00 7 n 1 II a i  1100 7 n —l---- j—  h +  7------— kni (n — i) ! 2 ! ' + i Î h — 1 =  0

che dà luogo alla (3) se i coefficienti sono continui.
Però va osservato, come abbiam o detto sopra, che se an^  (t) e L°° [a , b], 

t =  1 , n  allora an- i  (/) e l } \ a  , ò], e si può usare la (51) che può essere
migliore della (3'), ossia della (3), come m ostra il seguente

Esempio. -  Sia dato il problem a ai limiti:

x  (°) — 0 > oc (oc) =  0 , a >  o , b param etro reale

Ci si dom anda se esistono soluzioni non nulle di tale problema.
Poiché a\(f) — o, m ax | ao (/) | — i/b2, per la disuguaglianza di de La Val-

t € [a, ò]
lée Poussin otterrem o A2/(2 \b2) — 1 =  0, ho =  b ^ 2. Quindi la diseguaglianza (3) 
ci assicura che esiste la sola soluzione identicam ente nulla se ( x < b f 2 .  

«Invece per la diseguaglianza (51) si ha

M a

ai (f) =  o
a

e~*2dt <
+ ° °

e~tZd t Vtu

Perciò ^0 | | i <
v tu

2 b* a

Ò 0
2
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Avrem o quindi

h il 72 —  1 = 0

e pertanto

/ 2 _An =

oc < 2 b2 
Vtt

h l >
2 ccò2 
V TC

Di conseguenza questa seconda valutazione sarà migliore di quella 

offerta dalla (3) se b^j2 < ,  ossia bé>Ì71/2, peggiore se b<^izÌ2.
y re

L a form ula di Z. Opial [2] ci dice invece che esiste la sola soluzione 
identicam ente nulla se oc< k  ed è quindi peggiore della (5^) se ^ >  j/ tu3/4 
(se b >  3), migliore se b <  f/rc3/4 .
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