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Equazioni differenziali. — Su/ criterio di unicita di de La Vallée
Poussin @. Nota ™ di Mario MArTELLI, presentata dal Socio
G. SANSONE.

SUMMARY. — We give a criterion for the uniqueness of the solution (according to Cara-
théodory) of particular boundary value problems. This criterion is based on an inequality
similar to the classic one by de La Vallée Poussin.

1. .— Considero il problema ai limiti omogeneo per il sistema differenziale:
(M 20 () = 20, a0 (£) 500 (§)
T
(2) x (%) =o, G=1,2,"",%)

con [a, 4] intervallo finito assegnato, a<<#1<ty--- <1,< b.
Si suppone che a,_;() € Lp[a, 6], i =1,---,m, 1< p< oo, essendo Lﬁ[a , 0]
lo spazio delle funzioni # — o« (£) misurabili in [a, 4] con

5
]]oc(z‘)]fdz‘<oo, se 1< p<+ oo

(integrale di Lebesgue) e con

ess. sup. |« (f)|< oo, se p = oo,
£ € [a,0]
Chiamero soluzione del problema una funzione x (#), con derivata 7 — 1
assolutamente continua, che verifichi la (1) quasi ovunque in [z, 4] e sod-
disfi la (2). )
Ch. de la Vallée Poussin ha dimostrato [1], nel caso a,—;(¢) €C [a, &],
che se risulta & —a< /o dove %, & la radice positiva dell’equazione:

P L

7" Y/
(3 Ln——l—n‘l‘“‘Ln—zUZ:‘i)T"i““'—[— 101 —I=0
Liy =max|a,-,(?)], G=1,-,n),
¢ € [a,b]

la sola ‘soluzione del problema (1), (2) ¢ quella identicamente nulla.
La (3) ¢ stata notevolmente migliorata, nel caso # =2 ed # = 3, da
Z. Opial [2] e A. Lasota [3] rispettivamente.

“(¥) Lavoro eseguito nell’ambito del Gruppo n. 11 di ricerca matematica del C.N.R,
(**) Pervenuta all’Accademia il 17 luglio 1968.
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M. Hukuhara [4] ha dimostrato, nel caso a,_, @) €L [a, 5], che se
risulta 6 — a < /o, dove %, ¢ la radice positiva dell’equazione

@) | a0 Hl/Zﬂ + | Hlfln_l +- a1 i—1=0

@Tld)j ‘(l”_z‘<f> I df,

a

l i o =

il problema (1), (2) ammette la sola soluzione identicamente nulla.
Nel presente lavoro intendo provare il seguente

TEOREMA. — « Posto
I
||an_z~”[,:mj[an_,-(z)\?dt se 1< p<—+ oo,
| @n—i|joo = ess. sup | a,—; (¢) | se p = oo,
te[ai,&]

sia ho la radice positiva dellequaszione

<5p> _(_if‘l’;, }Zn+ Hd |‘¢ }Zn~1+ + }\ n— 2Hp }Lz—i— ‘ Py—1i }pﬁ — 0.

(n—2)!

Allora se b—a<<hy il problema (1), (2) ha solo la soluzione identicamente
nulla ».

Dimeostrazione. — Procedendo per assurdo supponiamo che sia & — a < /g
ed esista una soluzione del problema (1), (2): x (£) non identicamente nulla.
La x () ¢ quindi una funzione con derivata 7 — 1 assolutamente continua
e si annulla 7 volte almeno nell’intervallo [, é]

Consideriamo 7—1 zeri della x(£):#, t2- . Sia p= max [0~V (2)|
e 4,41 un qualunque punto di [a, 6]. teled]

La funzione

() (Z‘> — QC(Z)— (t—n)(t—12t) - -(t—tu—1) A

(n—1)1

dove A = (n—1)! x (tuy)/(tus1— 1)+ (4,41 —t,—1) si annulla in # ¢ --
) Zln-—] ) Z(n—l—l .
Esiste quindi un punto £ interno ad [a, 4] tale che ®" 7" (£) =0, ovvero
20D (E) — A = o, e percid

X (Gg1) = gy —4) (1 —82) - (Gt — 1, 0) 20D B))(n — 1) 1 .

Ma essendo %1 un generico punto di [a, 4] abbiamo

2O |= G| ¢ =)t —top | < G 6 —ar T,
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e in generale

(ﬁ __a>n—i—1

®) FO D<=

I=0,1, -, n—T1.

(Questo ragionamento ¢ analogo a quello usato da de La Vallée Poussin per
la dimostrazione del suo teorema [1]. Cfr. anche [5] p. 181).
D’altra parte =9 (#) € L'[a, 6] con 1/p +1/g=1, i =1, 2- - -n, e quindi:

) @i ) 2D (el @, 8], x(H)ellla,b].

Consideriamo l'eguaglianza
.t
20D (£) = 201 (%) 4 J 20 (1) dr .
§
Dal momento che la x (#) deve annullarsi 7 volte almeno in [a, ] esiste

certamente v € [a, 6] tale che x»~1 (v) = o. Allora l'eguaglianza precedente
puo essere scritta nella forma

¢

X0 (f) = f X0 (7) dr.

mn
Quindi
e (0] = [ |20 0) dr< [ |50 )| de
n a
ed anche
®) mas [0 (0| = < [ |20 () |,
t € [a,b] ;

Riprendiamo ora la (1). Per la soluzione x (#) che stiamo esaminando
potremo scrivere

|2 ()| < ;,i ay—i () || 2= (2) | g.o.in [a, 4].

Ricordando la (7) e la (8)

5

o2 1o @0z E [ 0] o000t

a

Supponiamo dapprima 1 < p < -+ oo e successivamente considereremo
icasi p=1,p = oo.
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7) Apijl’ico ora, nel caso 1 < p < oo, la disuguaglianza di Holder—
Riesz ed ottengo

©) b= ;( f& @i (2) Vdf)w-( f blxw—zv 0 dz)uq-

Tenendo presente la (6), la (9) diviene:

H<E =T 1)1 6"““>1/g<f|“n z(f)[ﬁdf> =

b— Z 141/g
“HE ( Zﬂ_l (ﬁa,,z(z);dz‘)

Ricordando la posizione fatta allinizio del teorema potrd concludere:

/é— 7—141/g b
“wz—%%~WémWwwrwz<“wnm

i (7—1)!

Dividendo per w==o0 otterrd infine

(IO> I<Ez (z—l ] H 7= ZlJﬁ

che ¢ in contraddizione con la (5,) poiché per ipotesi & — a << 4. Dunque non
puo esistere una soluzione del problema (1), (2) che, in tale ipotesi, risulti
diversa da quella identicamente nulla.

77) Qualora sia p = 1 vale la disuguaglianza seguente:
5 5

f|a(z‘)k f&(t)fdtgess.sup.;b(z‘)|f]a(z‘){dz‘
t € [a,b] )

se a()eL' [a,8] ¢ 6(H)eL™[a,b]. ' .
Allora, dato che nel nostro caso 4 (¢) = " 7 (#)eC " [a,8],i =1,2---n
potremo porre senz’altro

u<2ﬁ%wmw0ww<2ugﬂw/wxaw

a

E tenendo presenti, ancora una volta, le posizioni fatte all’inizio del teorema
otterremo
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ancora in contraddizione con la (5,), che in tale caso si riduce alla

laolly o | llally .- Hn I [l 21|
G (n—(il)ll/¢ +( lz)l'ﬁ Tt 2 l}zz_i_ ol1 “h—1=o.

iii) Se p = oo va osservato che si ha anche a,_;(?) € L' [z, 4], quindi
puo essere applicato ancora il procedimento precedente che conduce alla
diseguaglianza

- b—a)?
1< ;z EZ—I 1 H An—q "1

in contraddizione con la ().

2. — Osserviamo che la (5,) ¢ tanto migliore quanto pitt grande ¢ /g e
quindi quanto piu piccoli sono i coefficienti di 4”,- - -, 4.

Percid per p =1 la (5,), ovvero (51), ¢ migliore della (4). Invece se
? = oo la (5,) ¢ in generale peggiore della

Haol’ 2y [l

| a,_ 2” 12,1l

A S P

hA—1=0

—n!

che da luogo alla (3) se i coefficienti sono continui.

Perd va osservato, come abbiamo detto sopra, che se a,_, (#) € L* [a, 8],
i=1, -, allora a,_,(?) €L'a, 6], e si pud usare la (51) che pud essere
migliore della (37, ossia della (3), come mostra il seguente

Esempio. — Sia dato il problema ai limiti:

tB
X + —5—% =0
¥(©=o , z(@=0 , a>0 , & parametro reale

Ci sit domanda se esistono soluzioni non nulle di tale problema.
Poiché a1(#) =0, max | ao (¢) | =1/2, per la disuguaglianza di de La Val-
t € [a,d]

lée Poussin otterremo /#2/(216%) —1=0, /9= 6}2. Quindi la dlseguaghanza (3)
ci assicura che esiste la sola soluzione identicamente nulla se a < & 2.
Invece per la diseguaglianza (5) si ha

o a

I e 1 1,
dl(l‘)zo Haolhza— le‘z a e~ d¢:
0

0

o

/ —£ 4y <f edt = V”

0

Percid || ao |p < 72@—'
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Avremo  quindi

| 2 2 I 2 2 oh?
a ]/Z — I =20 hy = Ay > ——
ol I PN e =
e pertanto
2 02
o< ——
T V=

Di conseguenza questa seconda valutazione sara m1gl1ore di quella

offerta dalla (3) se &2 < —=, ossia b>)r/2, peggiore se b<|m/2.

V_ ’
La formula di Z. Opial [2] ci dice invece che esiste la sola soluzione
identicamente nulla se o< én ed ¢ quindi peggiore della (5,) se &>} n3/4 7':3/4

(se 6> 3), migliore se &< |n3/4.
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