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(Ogni Nota porta a pie’ di pagina la data di arrivo o di presentazione).

SEZIONE I
(Matematica, meccanica, astronomia, geodesia e geofìsica)

Teoria del controllo. -— Problemi ottimali spettanti ai sistemi 
di controllo con parametri distribuiti (*}. Nota I di M e h m e t N a m ik  
O g u z t ö r e l i  (1) e D e m e tr io  M a n g e r o n  (2),(3), presentata(**} dal Socio 
M . P ic o n e .

S u m m a r y . — An optimization problem concerning a distributed param eter control 
system is discussed.' The results of the paper [2] are extended.

I. — D esc riz io n e  d e l  sistem a d i c o n tr o l lo .  Sia S un  dato sistema 
di controllo ad una sola dimensione, definito nell’intervallo J =  { x  \ a <  x  <  b}. 
Sia inoltre I =  [to , un  intervallo temporale dato. Supponiam o che lo stato 
del sistema S al m om ento t e i  sia descritto dalla u =  u ( t  , x  \ v), che è una 
funzione ordinaria rispetto a ( t , x)  ed un  funzionale in v e V, ove V è un 
sottospazio immerso in uno spazio dato di funzioni continue su I X J. Più

(*) The research reported in this paper was supported in part by  the N ational Research 
Council of Canada.

(**) Nella seduta dell’8 giugno 1968.
(1) D epartm ent of M athematics. The U niversity of A lberta. Edm onton, A lberta, 

Canada.
(2) Polytechnic Institute of Jassy. Socialist Republic of Romania. A t present Visiting 

Professor at the U niversity of Alberta. Edmonton, Alberta, Canada.
(3) The author wishes to express his sincere thanks to the U niversity  of A lberta for the 

invaluable conditions offered to him to develop his work in the D epartm ent of M athematics 
of this U niversity.

1. — RENDICONTI 1968, Voi. XLV, fase. 1-2.
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precisamente, supponiamo che sia
t x b

(I .i)  ti (t ,.x ; v) =  cp (t , *) +  J"J Ki ( t , x  ; or, E) da d£

io a
tx b t x b

K 2 (t , x  ; (71,5i ; (72 , £2) V  ((71, £1) v (a2 , £2) dai d?i d c2 dE2
9> « 0̂ a

t x b t 1 b

+  2Ç r [ f -  ■ - J J  (t ,x ;  a i , £1 , • • •, a„ , Ç„) v ( a i , £1) • • ■ v  (a„ , dai d£i • • • da„ dÇ„
tfy a f0 a

ove X è un param etro reale, 9 ( t , x)  è una funzione continua data, continua- 
m ente differenziabile rispetto a ( t , #), € I X J , K* ( t , x ; ori , , • ■ •, cjw , %H)
(n =  i , 2 , 3 , • • •) sono funzioni date continue in t , x  , ai , £1 , • • •, an , £,n e 
continuam ente differenziabili rispetto a t  ed x  per (t. , ■#) , (m , ^i) , • • •, (aM ,
Le serie che compaiono nella (I .i)  come pure le serie che corrispondono a

^  e  u x  — sono supposte uniform em ente convergenti per ( t , x) E I X J

e I X| <  R, essendo R un  numero positivo. Assumiamo inoltre che i nuclei 
( t , x  ; ai , ; • • • ; an , £„) siano simmetrici rispetto a (ai , 5i) , (cj2 , £2) . • • •

• • • (Gn , Çw). Ogni funzione v =  v ( t , a;) sarà chiam ata un controllo ammissibile.

II. — P rob lem a OTTIMALE. Assumiamo che il com portam ento del sistema S 
sottoposto al controllo v F V  è m isurato dal funzionale avente la forma

tx b

(I I . i ) F  (u , v , ut , ux) =  J j  Q (u ( t , F) , v ( t , #)., ^  (/■ , x) , ux ( t , x ) , t  ,x)  d t  dx,
t0 a

ove ,Q -=  Q (u yv , ut xux , t , x)  è una data funzione non negativa, continua 
in /  ed x,  continuam ente differenziabile rispetto a u , v , ut e z/>r per (/ , x) e I X J, 
v e V ,  essendo la u =  u ( t , x  ; v) data m ediante l’equazione (I .i) . Allora, il 
nostro problem a di ottimizzazione può essere formulato come segue:

Problema d i ottimizzazione. Trovare, sotto le ipotesi di cui sopra, un 
controllo ammissibile v° e V per il quale il funzionale F  (u , v , ut , u^) assuma 
il suo minimo, e cioè,

(II-2) F  (u°y v{), u® , z/J) =  m in F  ( t i , v , ut } ux) ,
* » e v

ove si è posto zz =  u ( t , x  ; z/) e u° =  u ( t , x  ] v°).
Ogni controllo ammissibile v° 6 V per il quale è valida l’equazione (II.2) 

sarà chiam ato un  controllo ottimale. L ’esistenza di un  controllo ottimale può 
essere dim ostrata sotto condizioni molto generali concernenti l’insieme V.
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In  questa N ota ci occuperemo soltanto, facendo uso della program m azione 
dinam ica, delle condizioni necessarie per l’ottim alità spettanti ad un controllo 
ammissibile.

II I . A pplicazione  d e l  p rinc ip io  d i o t t im a l i tà .  Indichiam o con 

(IH -1) / (A), fa) =  m in F  (u , v , ut , ux)
z/GV

il fatto che l ’operazione di ottimizzazione rispetto a v e V  concernente la ( I I .2) 
si eseguisce nell’intervallo I =  |/o , fa]- Più generalm ente sia t  un  punto 
qualunque appartenente ad I. Poniamo IT =  [ t  , t{\ e definiamo

t1 b

( I I I .2) /  ( t  , ti) =  m in J \ Q { u ( t  , x )  , v ( t  , x)  , u t ( t , x) , u x (t , x)  , t , x) dt  à x \ -
vQV [J j  )

Sia A un  piccolo intervallo discreto spettante al tem po t. Procediamo 
ora alla suddivisione dell’intervallo IT in due parti, e precisam ente i"  =  
=  [T ! T +  A] e Ix+A =  [ t  +  A , t{\. Facendo uso delle ipotesi assunte nei 
§§ I—II, si ricava

T + A h

(n i -3) /  ( t  , A) =  m in | f  f  Q (u , v , ut r ux i t ,  x) ài  dx
ì/GV

tx b

+  j J  Q ' (« , V , Mt , ux , t , x) dt  cbr j
t+A «

m in A
vGV [ 

tx b

b

J Q (u (0 , +  , V (0 , +  , ut (0 , x) , ux (0 , x)  , e , x)  dx

+  J J  Q (u (t >+) , v  (t , x )  , u t (t-, +> , ^  +  , +  , t , +  d / d d  ,
t + A  a

ovQ t <  6 <  t +  0. Procedendo adesso all’applicazione del principio di 
ottim alità di R. Bellman [i], si ottiene

(I IL 4) / ( t  , A) = / ( t  +  A ; +  +
b

+  A m in I Q (u (0 , x)  , v (0 , x ) , ut (0 , x)  , ux (0 , x)  , 0 , x) d x l  ,
z/G V ! J

donde si ricava la seguente equazione funzionale:

b

(I n -S) , A) =  min j J Q ( u ( x , x )  , v ( x , x ) ,  ut ( y , x )  ux ( t , x) , t , x) d x \ -
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E pertanto, controlli ottim ali si trovano tra  i controlli v e V  per i quali il 
funzionale

(.ILS)
a

assume il suo minimo per ogni t e I.

IV. -  C ondizioni n e c e ssa rie  d i o t t im a l i tà .  Sia v e V  un  punto estremo 
per il funzionale G (v ; t)  , t  g I. Abbiamo, per conseguenza,

(IV .O  . 8 , G ( * ; t) =  o ,

ove 8V G denota la prim a variazione del funzionale G rispetto a v. Si ha 
inoltre, per ogni t  e I,

b

\  G (v ; t )  =  —  J j - g - S , *  +  ÿ - 8v +  -g -  \ u t +  d x ,
a

ove Q =  Q (u ( t  , x) , v ( t  , x ) ,, ut ( t  , x) , ux ( t  , x) , t  , V) e — 8v ( t , x) è
una funzione continua arbitraria per ( t , x) c I X J  e tale che si abbia 
v +  8v e V. E pertanto, in concordanza con l’equazione (IV. t), controlli 
ottim ali sono da ricercarsi tra  le funzioni ì / e V  per le quali ha luogo, per 
ogni t e I  e per ogni incremento ammissibile arbitrario  8^, l’eguaglianza

b

(IV-2) J \ ^ ^ u + ̂ 8v + ^ 8»u‘ + j ï t^ u*\dx = 0-
a

È chiaro che l’equazione (IV. 1) esprime soltanto una condizione necessaria 
per un punto estremo v 6 V pel funzionale G (v ; t).

Ora, poiché u  =  u ( t , x  ; v) è data m ediante l’equazione (I.i),  si ha
t x b

(IV.3) u ( t , x  ; v) =  J J K (/ , x  ; a , $) Sv (a , £),

ove if nucleo K ( t , x  ; a , E), rappresentato tramite 

(IV.4) K ( t , x ; a , Z )  =  Ki (t ,x.; a , ?)
t x b

+  —  J  j  K z ( t , x  ; a i , £1 ; a , £,) v (eri, £1) dai à h
t 0 a

t x b t x b

+  -

+  ■

>.2
K3 (/, x  ; cri, l,i ; , £2 ; a , £) v (01  , £1) » (<T2 , £2) dai d£i da2 d^2

10 0 V

O b t x b

“b ^ j j  I ' I J ^^+1 (/ , x  , 01 , 1̂ , • • •, Gn , ^  > . 6  , ^ (cri , ^1) •
t 0 a t 0 a

• • z; (a* , doi dÇi • • • daw dÇw H----- ,
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è, in virtù delle ipotesi del § i, continuo in t , x  , g , Ç e continuam ente diffe
renziabile rispetto a / ed i  per ( t , x)  , (a , £) e I X J. Conseguentemente, se 
ne ricava per (/ , x)  e I X J

tx b
(IV. 5) 8V ut ( t , x) =  j  j  K t ( t , x  ; a , Ç) 8z/ (<y , ■£) da d £ ,

10 0 
tyb

(IV .6) 8V ux ( t , x) =  j, j  K x ( t , x  ; a , Ç) 8^ (a , £) der dÇ.
0̂ «

Ciò stabilito, com binando le equazioni (IV.2), (IV.3), (IV .5) e (IV .6) e 
cam biando convenientem ente bordine d ’integrazione, si ottiene, per i t i ,

b tx bJ H ( t  ; a , £) Sv (a , dei dÇ =  o,
a a

ove si è posto

(V I-7) J - g - S » ( T ^ ) c U : + j

(IV.8) H ( t  ; a , 1)

3Q
3?/

3Q QK ( t  , * ; a A ) +  -3^7 (T ’ x J 17 A ) +  3^“ ( t  , * ; a A ) [ dx.dUt

Si può dim ostrare che l’equazione (IV. 7) è valida per ogni continuo incre
mento Sv ( t , oc) allora ed allora soltanto se si ha

(IV.9) V g - = o  e H ( x ; a A )  =  o

per t e I , (5 , Ç) e I X j  (cfr. [2]). E pertanto
Controlli ottim ali si trovano tra controlli am m issibili soddisfacenti sim ul

taneamente le equazioni (IV.9).

V. -  Esempio. Supponiamo che lo stato del sistema S è descritto per 
( t , x) tramite l’equazione

t x b

(V .i) =  j
t0 a

ove il nucleo K ( t , x  ; a , Ç) è simmetrico rispetto a ( t , x) e (a , £) e soddisfa 
le condizioni generali del § 1. Sia il funzionale-costo F associato al sistema S 
espresso m ediante il seguente funzionale quadratico

t x b

(V.2) F  (u , v , ut , =  j* j* {u 2 — 2 uv -j- iiv2 +  u2 +  u2 } dt d x ,
U «

J K ( t  , x  ) a ,%)v (a ,%) da d% ,
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ove (x è un  num ero reale maggiore di i. Assum iam o che v ( t , x)  =  o non 
è ammissibile. In  questo caso abbiamo, tenendo conto della prim a delle 
equazioni (IV.9)

h i

(V.3) f  f  K  ( t , X ; a , £) v (a , £) de ( t , x).
j J
t0 a

Si ha inoltre, per t e I , (<7, £) e I x  J, tenendo conto della seconda delle 
equazioni (IV .9),

b

(V -4) J { A  —  0  v ( t  , x)  K ( t  , *  ; a , Q +  ut ( t  , x)  K, ( t  , *  ; e , Q +
a

+  ux ( t  , x)  K̂ . ( t  , x  ; a , £)} dx  — o.

e dunque, controlli ottim ali si trovano tra  le autosoluzioni
integrale T

b

(V-S) T  (v) ( t , x) =  J J k  ( t , x  ; a , Ç) v (a , Q de d^,
t0 a

soddisfacenti anche all’equazione (V.4).

dell’operatore

V I. -  OSSERVAZIONI, i. Le condizioni spettanti alle funzioni ed alle serie 
figuranti nella descrizione del sistema di controllo, § I, possono essere inde
bolite. Questo però non costituiva la nostra preoccupazione nella presente 
Nota.

2. Nella serie di Note successive esporremo i nostri risultati conseguiti 
nello studio dei problem i ottim ali poli vibranti, caratterizzati dalla presenza 
dell’operatore differenziale d ’ordine superiore sotto la form a d i derivata totale 
nel senso di Picone [3], [4], spettanti ai sistemi di controllo con param etri 
distribuiti.
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