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SEZIONE 1

(Matematica, meccanica, astronomia, geodesia e geofisica)

Teoria del controllo. — Problem: ottimali spettanti ai sistemi
di controllo con parametri distribuiti ©. Nota 1 di MemMET NAMIK
OGuzTorRELT® e DEMETRIO MANGERON @ @) presentata ™ dal Socio
M. PicoNEk.

SUMMARY. — An optimization problem concerning a distributed parameter control
system is discussed. The results of the paper [2] are extended.

I. — DESCRIZIONE DEL SISTEMA DI CONTROLLO. Sia S un dato sistema
di controllo ad una sola dimensione, definito nell’intervallo J = {x | e« < x < }.
Sia inoltre I = [#9, #1] un intervallo temporale dato. Supponiamo che lo stato
del sistema S'al momento 7 € I sia descritto dalla # = # (¢, x ; v), che & una
funmone ordinaria rispetto a (#,x) ed un funzionale in v €V, ove V & un
sottospazlo immerso in uno spazio dato di funzioni continue su Ix]. Piu
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precisamente, supponiamo che sia
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ove A ¢ un parametro reale, ¢ (#,x) & una funzione continua data, continua-
mente differenziabile rispetto a (¢,x)€IX],K,(¢,x;01,81,---,0,,E,)
(w=1,2,3, ) sono funzioni date continue in #,x,061,4 ,--+,0,,&, €
continuamente differenziabili rispetto a # ed x per (¢,x), (61,841, -+, (5,, &,)-
Le serie che compalono nella (I 1) come pure le serie che corrispondono a
u, = %Mf e u, = —a— sono supposte uniformemente convergenti per (¢, x)€l X J

|7\t < R, essendo R un numero positivo. Assumiamo inoltre che i nuclei
K,(#,x;01,8; 0,,8,) siano simmetrici rispetto a (o1, £1), (o2, &2) .-
- (6, ,&,). Ogni funzione v = v (¢, x) sard chiamata un controllo ammissibile.

IT. — PROBLEMA OTTIMALE. Assumiamo che il comportamento del sistema S
sottoposto al controllo » € V. & misurato dal funzionale avente la forma

(Il.1) F(u,v, u,,%x)szQ(u(z‘,x),v(z‘,x) v (2 %) ,ux(l,x),z‘,x)dz‘dx,

ove Q =0Q (u,v,u,,u,,?,x) ¢ una data funzione non negativa, continua
in # ed , continuamente differenziabile rispetto a « , v, %, e u, per (¢, x) € IX ],
v €V, essendo la » = # (¢, x;v) data mediante lequaz10ne (I.1). Allora, il
nostro problema di ottimizzazione pud essere formulato come segue:

Problema di ottimizzazione. Trovare, sotto le ipotesi di cui sopra, un
controllo ammissibile 0 € V per il quale il funzionale F («, v, #,, u,) assuma
il 'suo minimo, e ciog,

(11.2) F@d,u), 0% =minF(u,v,u,u,),
veV
ove si ¢ posto % =u(t,x;v) e W0 =u(t,x;°).
Ogni controllo ammissibile 20 € V per il quale & valida Iequazione (II.2)
sara ch;amato un controllo ottimale. 1. esistenza di un controllo ottimale pud
essere dimostrata sotto condizioni molto generali concernenti l'insieme V.
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In questa Nota ci occuperemo soltanto, facendo uso della programmazione
dinamica, delle condizioni necessarie per I'ottimalitd spettanti ad un controllo
ammissibile. -
III. — APPLICAZIONE DEL PRINCIPIO DI OTTIMALITA. Indichiamo con
(I1L.1) S, ) =minF (u,v,u ,u,)
. 2€V

il fatto che I"operazione di ottimizzazione rispetto a v € V concernente la (I1.2)
si eseguisce nell'intervallo I = [y, #]. Pil generalmente sia © un punto

qualunque appartenente ad I. Poniamo I, = [t,#] e definiamo
t
(II1.2) f(r,#) = min f (Q(u(z‘, %), v, %) 0, (8, %), 1, (¢,%), ¢, x) dedx |-
vEV v '

T a

Sia A un piccolo intervallo discreto spettante al tempo & Proced1amo
ora alla suddivisione dell'intervallo I, in due parti, e precisamente I,
=[r,7+ A] e Li;a=[r 4 A,#]. Facendo uso delle ipotesi assunte nei
§§ I-II, si ricava

THA 8
(II11.3) f('r,tl):rreli‘?%J fQ(u,v,ut,,ux,z‘,x)dtdx

T @

5

—{—fo(u U Uy, Uy, L x)dtdx}

T+A @

F
— min AjQ(u(e,x),v(@,x},%t(e,x),%x(e,x),B,x)dx
2€V .
4B
fQ(u(z‘,x),v(t,x),u,(z‘,x),ux(z‘,@,Z,x)da‘dx ,
’v:-(-Aa

ove <0 <7+ 6. Procedendo adesso all'applicazione del principio di
ottimalith di R. Bellman [1], si ottiene

(I11.4) FGo8) =F(z+ Ast)+
5
+A,min.UQ(u(e,x),me,x),L,(@,x),ux(e,x),e,x>dx ,
veV LS ’
donde si ricava la seguente equazione funzionale:

ALs) 27 (o) = min} [ Qu(e,2), 065,00, 15,8 5, 20,7, d -
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E pertanto, controlli ottimali si trovano tra i controlli v € V per i quali il
funzionale

(I11.6) G(v;’r)z—fQ(u(r,x),v(r,x),%,(T,x),ux(tr,x),T,x)dx

assume il suo minimo per ogni T € 1.

IV. — CONDIZIONI NECESSARIE DI OTTIMALITA. Sia # € V un punto estremo
per il funzionale G (v; ), v € I. Abbiamo, per conseguenza,

(IV.1) 5,G (v; 1) = o,

ove 8,G denota la prima variazione del funzionale G rispetto a ». Si ha
inoltre, per ogni 7 €I,

sy(;(y;T):—f

98—28”% +%%87/ + 3738,,% +~§S—x80ux dx,

ove Q=0Q @ (v,x),v(v,x), 4, (v,x),u,(7,2),7,%) e Sv=23(¢,x) ¢

una funzione continua arbitraria per (z,x)€1X] e tale che si abbia

v+ dv € V. E pertanto, in concordanza con l'equazione (IV.1), controlli

ottimali sono da ricercarsi tra le funzioni v € V per le quali ha luogo, per

ogni €l e per ogni incremento ammissibile arbitrario v, l'eguaglianza
5

(IV.2) f%%&,u—i—a@ 87/—{—5%80%,—{—%&% dx = o.

v

a

E chiaro che I'equazione (IV.1) esprime soltanto una condizione necessaria
per un punto estremo v €V pel funzionale G (v ; 7).
Ora, poiché % = u (¢,x ;v) & data mediante 'equazione (I.1), si ha

b

(IV.3) 3vu<z,x;v>:”'K(z,x;c,z>3v<o,£>,

iy @

ove il nucleo K (¢, x; o, &), rappresentato tramite

(IV.g) K{,x;6,0)=Ki1(¢,x;0,%)
b
—)—%—fsz(l‘,x;Gl‘,gl;G,E)v(ﬁ;,il)ddldgl ;
ty a '

ty bt b

—l—;f fjsz(z‘,x;cl,zl;cz,iz; 6,8 v (o1, &) v (02, &) do1 d€1do2dEs
I ;toa

4.
‘b P
N
+WJ’"'{JKn+1(f,x;§1,§1,"',6n,in;6,3)71(61,‘51)-"
't',E/ i e :

v “U(Gn)gn) dGldEl"'de dzn +7 :
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¢, in virtl delle ipotesi del § 1, continuo in #,x, 6, & e continuamente diffe-
renziabile rispetto a # ed x per (¢,x),(c,%) € Ix]. Conseguentemente, se
ne ricava per (£,x)€1IX]

5 B

(IV.35) SUut(t,x):JJK,(Z‘,x;c,E)Sv(c,ﬁ)dcdi,
b

(IV.6) 3y%x<z,x>=“Kx@,x;c,a)sz{(c,a)dcda.

Cio stabilito, combinando le equazioni (IV.2), (IV.3), (IV.5) e (IV.6) e
~cambiando convenientemente l'ordine d’integrazione, si ottiene, per =t €1,

b 4B
(VL.7) f%Sv(w,x}dx—]—ffH(‘r;c,i)Sv(c,Z)dchzo,

ove si & posto

v H(x;0,8) =
b .
:fg%K(T,x;G,Z)+§£ Kz(?,x;c,i)+gin(r,x;c,@%dx'

Si puo dimostrare che l'equazione (IV.7) ¢ valida per ogni- continuo incre-
mento dv (¢, x) allora ed allora soltanto se si ha

(IV.9) Q_6 e H(r;6,0=0

v

per v€1,(c,8) €lIX] (cfr. [2]). E pertanto
Controlli ottimali si trovano tra controlli ammissibili soddisfacenti simul-
taneamente le equazioni (1V.9).

V. — EsSEMPIO. Supponiamo che lo stato del sistema S & descritto per
PP P
(¢, x) tramite 1'equazione

¥
(V1) u(;,x):”K@,x;c,z>y<c,g>dcdg,

“ove il nucleo K (¢,x;0,E) ¢ simmetrico rispetto a (¢,x) e (¢, &) e soddisfa
le condizioni generali del § 1. Sia il funzionale—costo F associato al sistema S
espresso mediante il seguente funzionale quadratico

) V
(V.2) Flu,v,u,u,)= ({{uz—zuw + pe? 4 2 42} dedx,

v
ty a
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ove w € un numero reale maggiore di 1. Assumiamo che v (#,x) = 0 non
¢ ammissibile. In questo caso abbiamo, tenendo conto della prima delle
equazioni (IV.9)
t b

‘
(V.3) ’{K(z‘,x;c,i}v(c,i)dcdi:p,v(t,x).

JoJ :

ty a
Si ha inoltre, per t €1, (¢,%) € IX], tenendo conto della seconda delle
equazioni (IV.9),

(V.g) j{(g}.———I)z?(’c,x)K(r,x;c,i)«{—,%t('r,x)K,('r,x;cr,E)—}—

+oou, (v, 2) K, (v,2;06,8)}dx = o.

e dunque, controlli ottimali si trovano tra le autosoluzioni dell’operatore
integrale T

t b

(V.5) T(U}(t,x)=ffK(z‘,x;c,<Z)v(c,Z)dch,

t a

soddisfacenti anche all’equazione (V.4).

VI. — OSSERVAZIONI. 1. Le condizioni spettanti alle funzioni ed alle serie
figuranti nella descrizione del sistema di controllo, § I, possono essere inde-

bolite. Questo perd non costituiva la nostra preoccupazione nella presente
Nota.

2. Nella serie di Note successive esporremo i nostri risultati conseguiti
nello studio dei problemi ottimali polivibranti, caratterizzati dalla presenza
dell'operatore differenziale d’ordine superiore sotto la forma di derivata totale

nel senso di Picone [3], [4], spettanti ai sistemi di controllo con parametri
distribuiti.
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