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Analisi matematica. — Somme de générateurs infinitésimanx de
classe C,. Nota® di Gruseppe DA Prato, presentata dal Corrisp.
G. STAMPACCHIA.

RIASSUNTO. — Si danno due generatori infinitesimali A e B di semi gruppi di classe C,
e si studiano le proprietd spettrali di A+B; i risultati ottenuti sono utilizzati per risolvere
Pequazione di evoluzione #'(f) —B (#) » = f, B (#) essendo generatore di un semi gruppo
di classe Co che verifica delle condizioni convenienti.

1. UN THEOREME DE CARACTERISATION POUR LA SOMME
DE DEUX GENERATEURS.

1.1. Données.

On donne un espace de Banach complexe X (norme | |) et deux
opératéurs linéaires fermés A et B dans X générateurs infinitésimaux de
semi-groupes de classe Cyp; il existe donc quatre nombres réels w,, wg, My, Mg
tels que @:

1.1 e < My e ¢'B| < Mg ™' VieER, @
I +
On suppose que:

1] existe M €R tel gue o(A,+ B)Dr+C, ® VueN et une
(1.2) s Jonction N :C =R telle gue |R (A, A,+B)|<NQ) Vren + C.,
(%EN et lim N(A) = o.

ReA —o00

Remarquons que si My = Mg =1, c’est-a—dire si A— o, et B— wp
sont générateurs infinitésimaux de semi-groupes de contraction alors (1.2)
est satisfaite avec g = wa 4 wp et N(A) = 1/(Re A — ws — wg) [1].

(¥) Pervenuta all’Accademia il 5 agosto 1968.

(1) Si L est un opérateur linéaire dans X, Dj est son domaine, p(L) est 'ensemble
résolvant, o (L) est le spéctre et R (A, L) est le résolvant. de L; si L est fermable L est sa
fermature et si L est générateur d’un semi-groupe de classe Co , ¢/ est le semi—groupe engendré
par L. )

(2) N est 'ensemble des nombres naturels, R (résp. R, résp. R,) des nombres réels
(résp. réels positifs, résp. réels non négatifs), C des nombres complexes, C, (résp. C,) des
nombres complexes de partie réelle positive (résp. non négative).

(3) Ay et B, sont les opérateurs « approchants » de Yosida [8]: A, =#2R(n,A) —=n
B,,—-nZR(n,B)—n
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1.2. Majoration & prior:.

Supposons que (1.2) ait lieu, prenons x dans DanDg et A dans A + C,
et posons y = Ax — Ax — Bx, on a:

(1.3) x—RQO,A, +B)y=R0Q,A, +B)(A—A)x» V7 € N.
En grice de (1.2) on en déduit alors:

(1.4) x = lirroloR(k,An + B) \x — Ax — Bx)

d’ou

(1.5) lx] < NQ) |ar — Ax — B | Vx €DaNDs, A€n +C,

On a alors démontré le théoréme:

THEOREME 1.1. — S7 on suppose que (1.2) ait lien alors la majoration (1.5)
est valable.

1.3. Le théoréme de caractérisation.

THEOREME 1.2. — S7 lon suppose que (1.2) ait liew alors les propriétés sui-
vantes sont équivalentes:

(i) DaNnDsg est dense a’am X,A + B (avec domaine Dx () Ds) est
fermczélp, (A B)D o + C, et
P L

(1.6) IR, A+ B)| <N® VA€ + C,

(i) Da O Dg est dense dans X et il existe & > g tel que (\— A —B)
(Das  Dy) est dense dans X pour tout A€ w + C, .

L.4. Démonstration du théoréme 1.2.

(i) = (i). Nous montrerons que (ii) est satisfaite avec = \o;
soit alors A€x+ C,. et ' € X' W te] que (M —Ax —Bx,x') =0
VxEDAﬁDB, il suffit de démontrer que x' = o. En effet si x€ DA+B
on ja <7\x—A+Bx x') =0 et si y est un élément arbitraire de X en
posant x = R (A, A+ B)y on obtient (y,x") = o0 ce qui entraine x' = o.

(ii) - (i). Soit A€w + C., L = A + B, (1.5) s’écrit alors
(1.7) 12| <N | ne— La | Vx €Dy

il s’en suit que A — L est inversible et que:

(1.8) [6—D7y[<NOyl vyet—L) @Oy

(4) X" est le dual topologique de X.
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Comme (A—L) (Dr) est dense dans X (A— L)1 est prolongéable a
un opérateur F(A) borné dans X et tel que:

g FO) (0 —L)x = Vi €Dy
(1.9) P A—L)FWx =x Vx €(n—1L) (Dy)
( |FOY | < N Vi€w + C,

Si ye(A—L)([DL) on a daprés (1.4) (avec x=FQ)y) FO)y =
=1lim R (,A, + B)y et, d’aprés un théoréeme de Vitali ([5] p. 104):

n—>00

(1.10) F() = lim R (A\,A, +B) dans 29+ C,

ce qui entraine que F: % — F(Q) est un pseudo—résolvant; on va maintenant
montrer qu’il est le résolvant d’un opérateur fermé.
Soit h€w + C, et #€N, alors en grice de lidentité =F(z) F(n) =
=AMF(\) F(%) —F(@) +F() et de (1.9) on obtient hm %F(%) FO)x =F)x;

puisque F(}) (X)D Dr et Dy est dense dans X, compte tenu de (1.9) il s’en
suit

(1.11) lim nF (%) x = «.

n—>00

Nous pouvons maintenant démontrer que F(X) est injectif; en effet si
*FO)x
dnt ,

(d’aprés une bien connue propriété des fonctions analytiques) F(z)x = o
V7 > o et donc (d’apres (I.11)) ¥ = o.

F, étant injectif, est le résolvant d’un opératéur fermé ([5], p.183) qu’on
appelle S.

Il nous reste a démontrer que L est fermable et que S est sa ferma-
ture. S est une extension de L, en effet si x € Dy d’aprés (1.10) on a:

F)x =0 on a = (—1)k! F*(\)x =0 V£€N ce qui entraine

(1.12) , RA,S A —L)x=
=z4+1Im{RX,A,+B,) (A,x—Ax) + (B,x —Bx))} =«

d’ott x € Ds et Lx = Sx.

Puisque S est fermé L est fermable, en outre si x € Dg il existe une suite
{9,} dans (\—L) (DL) (qui est dense dans X) convergente vers (A —S)z,
posons x, = R (A, S)y,, on verifie facilement que x,—>x et Lx, —Sx ® de
maniere que x € Dp et Lx = Sx; donc L =S.

(5) La fleche dénote la convergence forte dans X.
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2. UNE CONDITION SUFFISANTE.

2.1. Donndées.

On donne comme dans 1.1 un espace de Banach complexe X et deux
opératéurs linéaires fermés A et B dans X générateurs infinitésimaux de
semi-groupes de classe Co tels que (1.1) a lieu; pour simplifier les démon-
trations on suppose (ce qui n’est pas restrictif) wy < o, wp < o.

On fait I'hypothése suivante:

Si teR, et x €Dy alors eBx €Dy et si Pon pose:

1) AeBr — B Ax = Q) x Vx € Da

alors Q () est borné dans X, t—>Q ()x est mesurable ¥x € X
et il existe K€Ry et a€fo,1] tels que |[Q@)| <K ® VieR,.

De (2.1) on déduit:
(2.2) ASPATT = ATt

puisque 7 —~A¢®A™" est evidemment un semi groupe d’opérateurs dans X
alors, en grace du Lemme VIII-1.3 dans [3], # —>AJPA™!

continu dans R, et (2.1) est equivalent a:

est fortement

Si x €Dy alors e®x €Dy VteR,, [lapplication: R, — X,
(2.2) | ¢t —>AeBx est continue et il existe K€R, et a€lo, 1| tels que

|AcBx — B Ax| < K |x].

2.2. Le Théoréme principal.

THEOREME 2.1. — Si lon suppose que (2.1) a liew alors Da N Dy est
dense dans X, A+ B est fermable et il existe h€R eof M eRy tels que
PA+B)IN+Cy e

(2.3) IR (x, A+ B)] < M/Rex Vien + C,
On a finalement : |
(2.4) RMAAFB) =T, (1—Q)"  Vied+C,

\
ou

o0
Thx = / e M ofB gihy dy
0

(2.3) Vr€X, A€x + C,

[e9)

Qpx = / M Q) A de

0

e — N __———

2. — RENDICONTI 1968, Vol. XLV, fasc. [-2.
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2.3. Démontration du Théoréme 2.1.

(i) Da N Dsg est dense dans X.
Soit ' € X' @ tel que (x,2’) =0 Vxr€DsNDg et y€D, posons

¢

z(®) =1/t / eByds, en vertu de (2.1) z(¢) € Do N Dg, alors, en passant i

i
la limite pour # —o0 dans l'égalité (z(#),x’) =0 on obtient (y,x') =0
Vy € Dy et donc x' = o car Dy est dense dans X.

(if) 1/ existe w €R tel que (\— A — B) (Da N Dg) est dense dans X
Vriew + C,.

Soit x € Da, en vertu de (2.1) B eAx €Dy et Ae® o2y = Q(¥) e x +
+ B eth Ax, il s’en suit Ty x € Dy et:

(26) AT;'x = le + Th Ax.

Démontrons maintenant que T, x € Dg; on a en effet:
oo
(2.7) Thx = / d(EBH APy ®

d’ou, en intégrant par partie
(2.8) Tax=—B'"x—B 'TyAx + 2B ' T
qui entraine T, x € Dp et, compte tenu de (2.6)

(2.9) A—A—B)Tixr=2—x Vx €Dy

Puisque |Qn| <K /e‘Re £ %dt ona lim | Q.| = o de maniére qu'il

i Re A —00
existe @ €R tel que |Qi] <1 VA€w + C.; alors si A€w+ C, il existe
borné (1 —Q;) ce qui entraine evidemment (ii) car A\ — A — B)(X) D
D (1-—Qu) (Da) et Da est dense dans X.

(i) 17 existe o tel que Yn €N, N€r + C,. o7 a

IR(,A, + B)| <2MsMg/Re .

(6) Soient F:R, - £ (X, X) et ¢: R, — X fortement continuement dérivables dans
un interval, fini ou infini, [0, T] de R, on a alors:

T T

JaEe) e j F/(s) @ (s) ds :F<T><9<T>—F<o>cp<o>~fF<s> &'(s) ds

0 0
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Posons:
T%n) — | M etB etA” dz
b
(2.10) Q,)=A, " —PA, vz eN, LeC,
o = / e ™ Q,(2) & dr

0

2.9 avec A\, a la place de et Oy a la place de (), donne:
A, 4 la place de A 4 la place d d

(2.11) A—A,—B) T =1 — QP V1 €eC,

En outre si ReA >2, =#n(Ma + 1)Mg on a |A, R (»,B)|< 1 de manitre
qu’il existe borné (1 —A, R (A, B))"1 et l'on a:

(2.12) RAA, +B)=RA,B)1—A,RQ,B)? VA€, + C;
alors de (2.11) on tire

(2.13) TV =R, A, + B)1—0) Vi€, + C,

en outre, de l'identité

(2.14) Qu(8) = #R (n, A) Q) 2R (s, A)

on déduit | Q| <M3[ Qi| de manitre que si A € @Mi 4 C; on a | Q] <1
et, en vertu de (2.13) on a ‘

(2.1%) RO, A, + B) =T —QM")™ VA€M, + C,

et cette égalité se prolonge évidemment 4 wMa -+ C,.
De (2.15) on déduit maintenant:

(2.16) IR(,A, + B)| < 2MsMg/Re r VA €2 wMi + C,

et (iii) est démontré avec Ao = 2 wM3.

On a donc montré que A et B verifient (1.2) (avec N(A) = 2M, Mp/Red)
et la propriété (ii) du théoréme 1.2 ce qui entraine la prémiére - affirmation
du théoréme 2.1; finalement les relations (2.5) sont une conséquence imme-
diate de (2.9).

9%
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3. EQUATIONS D’EVOLUTION.

On donne un espace de Banach Y (norme | |), un interval [o,T]
dans R, et une famille {B(s)},cp,m d’opérateurs linéaires fermés dans Y
générateurs infinitésimaux de semi-groupes de classe Co telle que:

G) L'application F:R.x[0,T] =2 (Y,Y) @, F(z,5) = B0 egz
Sortement continue et il existe Mp € Ry tel que || < Mg
VZieR,, s€fo,T]
(3.1) (il) F est continuement fortement dérivable par rapport a s dans
Ry X[0,T] et 7l existe K€R et a€fo, 1] tels que:

2B ‘
R

\ < K¢ ™%,

On définit maintenant Popérateur B dans 1.7 (0,T; Y) ® de la maniére
suivante:

S Dg={u€l?(,T;Y);u(s) €Dpy p.p. dans [0,T] et lapplication
s =B () u(s) appartient & 12 (0, T;Y)}
( (Bu) (s) = B(s) u(s) p.p. dans [o,T]
d’aprés (3.1)-i B est générateur infinitésimal d’un semi-groupe de classe Co
tel que |¢B| <Mg VZ€R,.
On définit finalement l'operateur A dans L” (0, T;Y)

(3-2)

du

(3:3) Dy ={u€W"”(0,T;Y),u(0)=0} Au=—=3

Vz€e€Dy,.
Le théoréme suivant est alors évident:
THEOREME 3.1. — Les opérateurs A et B définis réspectivement par (3.2)
et (3.3) vérifient la propriété (2.2) (avec X =17 (o, T ; Y)).

3.2. Probléeme de Cawuchy.

On cherche a résoudre le probléme de Cauchy:
| S —B@Ou®)=f  fel’O,T;V)
(3-4)
(uo):o o<r<T.

Nous dirons que z € L? (0, T ; Y) est solution faible de (3.4) s'il existe
une suite {#,} dans W"? (o, T; Y) N Ds telle que

duy,

(3.5) #,(0)=0 VneN , wu,~>u , ‘,+ 5

—Bu,—f dans 1L7(0,T;Y).

(7) £(Y,Y) est l'algébre de Banach des opérateurs linéaire bornés dans X.
(8) Pour la définition et les propriétés de L?(o,T;Y)et W=?(0,T;Y) voir par
exemple [7].
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On démontre le théoréme:

THEOREME 3.2. — S7 lon suppose que (3.1) a liew alors le probléme de
Cauchy (3.4) admet une solution faible unigue.

Démonstration du théovéme 3.2.
En grace du théoréme 2.1 il existe Ao € R tel que si A€ 4 C, 'équation

(3.6 M—An— Bi = f o F(s)=eMf(s) p.p. dans [o,T]

admet une solution unique @; alors s— 2(s) = e* ii(s) est la solution cherchée.

3.4. Remarque (Cas analytique).
Si l'on suppose:

() 17 existe un sectewr Sy = {rA€C; |agh|<O}m2<O <=
tel que o (B(s))DSy Vs€[o,T] et un nombre positif Ny tel
gue |R(n,B(s)| <Ns/|n] VrE€S

(i) Lapplication H :Syx [o,T] - L(Y,Y),H(A,s)=R(®, B({))

37 est fortement continue, Sfortement continuement dérivable par rapport

as etil existe K'e R, et a'€]o,1] tels que i %S’SB@& g_K’/\Md’

vreS, sefo,T]

(iii) Dg est dense dans 17(0,T;Y) ©.

alors il est facile de démontrer, en utilisant la transformation de Laplace

que (3.1) a lieu avec a =1 — &'; on retrouve alors un résultat de Kato-Ta-
nabe [6] (cfr. aussi Grisvard [4]).
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