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Analisi matematica. — Somme de générateurs infinitésimaux de 
classe C0. N o ta C) di G iuseppe D a Prato, presentata  dal Corrisp. 
G. S tampacchia.

RIASSUNTO. —  Si danno due generatori infinitesimali A e B di semi gruppi di classe C0 
e si studiano le proprietà spettrali di A -j-B ; i risultati o ttenuti sono utilizzati per risolvere 
l’equazione di evoluzione u' (t) — B (t) u =  f ,  B (/) essendo generatore di un semi gruppo 
di classe Co che verifica delle condizioni convenienti.

i. U n  t h é o r è m e  d e  c a r a c t é r is a t i o n  p o u r  l a  s o m m e

DE DEUX GÉNÉRATEURS.

1.1. Données.

On donne un espace de Banach complexe X (norme || j|) et deux 
opératéurs linéaires fermés A  et B dans X générateurs infinitésim aux de 
sem i-groupes de classe Co ; il existe donc quatre nom bres réels coA, coB , M a , M B 
tels que (1):

(1.1) I etA J <  M a é°A‘ || em | <  Mb é °st Vt e R + <2)

On suppose que:

i I I  existe Xo e R tel que p (An +  B) D X0 +  C+ (3> 'in  e N et une 
(1.2y  \ fonction  N : C - > R  telle que j R (X , A n - f  B) ||<  N(X) VX e Xo +  C+ , 

I n e N  et lim  N(X) =  0.
' Re % —> 0 0

Rem arquons que si M a = M b = i , c’est-à -d ire  si A  —  coA et B — o)B 
sont générateurs infinitésim aux de sem i-groupes de contraction alors (1.2) 
est satisfaite avec Xo =  o A +  %  et N(X) =  i / (ReX —  coA —  o B) [1]. (*)

(*) Pervenuta all’A ccademia il 5 agosto 1968.
(1) Si L est un opérateur linéaire dans X, D L est son domaine, p (L) est l’ensemble 

résolvant, a (L) est le spectre et R (X , L) est le résolvant de L ; si L est fermable L est sa 
ferm ature et si L est générateur d ’un sem i-groupe de classe Co-, etL est le sem i-groupe engendré 
par L.

(2) N  est l’ensemble des nombres naturels, R  (résp. R +, résp. R +) des nombres réels 
(résp. réels positifs, résp. réels non négatifs), C des nombres complexes, C.,. (résp. C +) des 
nombres complexes de partie  réelle positive (résp. non négative).

(3) A n et B n sont les opérateurs « approchants » de Yosida [8]: A n =  n2 R ( n ,  A) — n 
B n — n2 R  (n , B) —  n.
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1. 2 . Majoration à priori.

Supposons que (1.2) ait lieu, prenons a: dans D aO D b et X dans Xo + C + 
et posons y  — ~hx—  A x  —  Bx, on a:

(!-3) a; —  R ( X , A „  +  B) y  =  R  (X , A„ +  B) ((A — A ,)* )  V « ë N .

En grâce de (1.2) on en déduit alors:

(14 ) * =  lim R (X , A n +  B) (fix —  A x  —  Bx)
w—>00

d ’où

( 1-5) M ! <  N(X) |Xa; —  A x —  B* | \/x  e D A D D B , X e Xo +  C+

On a alors dém ontré le théorème:

T h é o r è m e  i . i .  -  S i Von suppose que (1 .2 ) ait lieu alors la majoration (1 .5 ) 
est valable.

1.3. Le théorème de caractérisation.

Théorèm e 1.2. -  S i  Von suppose que (1.2) ait lieu alors les propriétés sui­
vantes sont équivalentes'.

(i) D a O Db est dense dans X , A  +  B (avec domaine D a D Db) est 
fermable, p (A  +  B) D X0 +  C+ et:

(i-6> I R (X , A  +  B) J <  N(X) VXeX0 +  C+

(ii) D a O D b est dense dans X et il existe 00 >  Xo te l  que (X —  A  —  B) 
(Da O  Db) est dense dans X pour tout X6C0 +  C+.

1.4. Démonstration du théorème 1 . 2 .

(i) -> (ii). Nous m ontrerons que (ii) est satisfaite avec o> == X0 ;
soit alors X e X0 +  C+ et x'  E X ' (4) tel que Çkx — - A x  —  Bx , x ')  =  o
Vx £ D a O Db , il suffit de dém ontrer que y  =  o. En effet si x  E D ^~^
on ,a jk x  —  A  j -  Bx , x r ) =  o et si y  est un élément arbitraire de X en
posant x  =  R (X , Ä T  B) y  on obtient ( y  , x j  =  o ce qui entraîne x ' — o.

(ii) -> (i). Soit X e cù +  C+ , L  =  A +  B, (1.5) s ’écrit alors

(1-7) : I x \  <  N(X) J Xx —  L x  I Vx e  D l  -

il s’en suit que X—- L  est inversible et que:

CM ||(x _ l )-M I  <  N(X)|M| Vy e (X — L) (DL)

(4) X ' est le dual topologique de X.
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Comme (X— L) ( D l)  est dense dans X (X — L)_1 est prolongéable à 
un  opérateur F(X) borné dans X et tel que:

/ F(X) (X — IS) x  =  x  Vx e D l

(1.9) (X —  L) F( X) x  =  x Vx e (X — L) (DL)

( 1 F(X) I <  N(X) VX6 o  +  C+

Si y  e (X — L) (Dl ) on a .d ’après (1.4) (avec x  =  F(X)jy) F (X) y  =  
=  lim R  (X , A n +  B) y  et, d ’après un théorèm e de Vitali ([5] p. 104):

»-»oo

(1.10) F(X) =  lim R (X , A„ +  B) dans Xo +  C+
n —> 00

ce qui entraîne que F  : X -> F(X) est un pseudo-résolvant; on va m aintenant 
m ontrer q u ’il est le résolvant d ’un opérateur fermé.

Soit X e (o +  C+ et n e  N, alors en grâce de l’identité nF(n)F(X)== 
— XF(X)F(n )— F(^)-f-F(X) et de (1.9) on obtient lim nF(n) F(X)x  — F(X)x;

77 —> OÒ
puisque F(X) (X) D D l et D l est dense dans X, compte tenu de (1.9) il s ’en 
suit

(1.11) lim nF(n) x  =  x.
00

Nous pouvons m aintenant dém ontrer que F(X) est injectif; en effet si

F(X) x  =  o on a d x — (— 1 )kk \ FkÇK)x — q \fk  e N ce qui entraîne 
dx

(d ’après une bien connue propriété des fonctions analytiques) F (n) x  =  o 
y  n >  co et donc (d’après ( l u ) )  x =  o.

F, é tan t injectif, est le résolvant d ’un opératéur fermé ([5], p. 185) q u ’on 
appelle S.

Il nous reste à dém ontrer que L  est ferm able et que S est sa ferm a­
ture. S est une extension de L, en effet si x  e D l d ’après ( l i o ) on a:

(1.12) R (X , S) (X —-IS) x  =

=  X  +  lim {R (X , A„ +  B„) ((A„* — Ax) +  (B„x —  B#))} =  *
n —>00

d ’où x  e Ds et F x =  Sx.
Puisque S est fermé L est fermable, en outre si x  € Ds il existe une suite 

{y^\ dans (X ■— L) ( D l)  (qui est dense dans X) convergente vers (X — S) x, 
posons x n =  R (X , S )y n, on vérifié facilement que x n- ^ x  et F xn -> S x  (5) de 
m anière que x e D l et Lx =  Sx ; donc L =  S.

(5) La flèche dénote la convergence forte dans X.
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2 . U N E CONDITION SUFFISANTE.

2.1. Données.

On donne comme dans i . i un espace de Banach complexe X et deux 
opérateurs linéaires fermés A  et B dans X générateurs infinitésim aux de 
sem i-groupes de classe Co tels que ( i . i )  a lieu; pour simplifier les démon- 
trations on suppose (ce qui n ’est pas restrictif) (oA <  o , ooB <  o.

On fait l ’hypothèse suivante:

St t e et x  6 D a alors elB x  c D a êt si Von pose'.

AeiBx  —  etB A x  — Q (t) x  \fx  e D A

alors Q (t) est borné dans X , t -> 0  (t) x  est mesurable ' Vod e-X 
et il existe K e R + et oc e [o , i[  tels que |[ Q (/) || <  K t~ a V / e R + .

De (2.1) on déduit:

(2.2) A / b A “ 1 — / B =  Q (/) A " 1

puisque t ^ A e BA  1 est évidem m ent un senti groupe d ’opérateurs dans X 
alors, en grâce du Lem m e V III-1 .3  dans [3], t ■> A« “A  "1 est fortem ent 
continu dans R+ et (2.1) est equivalent à :

I S i x  e D a alors etB x  e D Â V / e R +) V application : R + -> X ,
(2.2) ' t  ~>AeiBx  est continue et il existe K e R + et a 6 fo , i[ tels que

( 1 ^  — etB A x  | . <  Ka~ a J # 1 .

2 .2 . Le Théorème principal.

T h é o r è m e  2 .1 . -  S i Von suppose que (2 .1 ) a lieu alors D A n  D B est 
dense dans X, A  +  B est fiermable et il existe Ao e R  et M e R + tels que 
p (A - f  B) D Ao .+  C+ et

(2-3) :i R (X , A +  B);J <  M/Re A , VA e A0 +  C+

On a finalement :

C2K) R (X , Â + B )  -  T x (I — QO“1 VX e Ao +  G+

où
00

T x x  — j  etB etKx  dt

0 -5) j ° 00 V r e X ,  A6Ao +  C+ :

I  Q xx =  j  e~u Q (t) etAx  dt
\ i

2. — RENDICONTI 1968, Vol. XLV, fase. \~2.
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2.3. Dêmontration du Théorème 2.1.

(i) Da n  Db est dense dans X.
Soit x r e X ' (4) tel que (oc , x !) =  o \fx  e D A O D B et y  e D A posons 

/

z( t )  =  i/t j  esBy d s ,  en vertu de (2.1) z (t) e D A n  D B, alors, en passant à
J0

la limite pour t  -> o dans l’égalité (z (t) , x') = 0  on obtient ( y , / )  =  o 
V> e D a et donc =  o car D A est dense dans X.

(ii) I l  existe cù e R  tel que ( X A  — B) (Da d D b) est dense dans X 
VXeo) +  C+.

Soit ^  6 D a , en vertu de (2.1) etB etAx  6 D A et AetB etAx  — Q (t) etAx  +  
-j- etB etA A x  , il s ’en suit e D A et:

(2.6) A T xx = Q j , x  +  T kA x .

Dém ontrons m aintenant que e D g ;  on a en effet:

CO

(2.7) T x x  =  I 'd  (Z 3 B “ 1) e {K- X)x  <•>
0

d ’où, en intégrant par partie

(2.8) T%x =  —  B~1x  —  B -1 T^ Ait: +  X B 1 T x x

qui entraîne T;, x  e Db et, compte tenu de (2.6)

(2.9) (X —  A —  B )T \a : =  x  — Q i x  Va: e D a

OO

Puisque I Qx i| <  K f e~Re U t~a dt on a lim j |j — o de m anière q u ’il
J  Re ^ —> 0 0
0

existe (o e R  tel que || || <  i VX e œ -j- C+ ; alors si X € oo -j- C+ il existe
borné ( i — QO“ 1 ce qui entraîne évidem m ent (ii) car (X — A  —  B) (X) D 
D (1 — Q*,) (Da) et D a est dense dans X.

(iii) I l  existe Xo te/ € N, X e Xo +  C+ on a

1 R  (X , A n +  B) J <  2 M AM B/Re X . 6

(6) Soient F : R + -> S (X , X) et 9 : R + -> X fortem ent continuem ent dérivables dans 
un interval, fini ou infini, [o , T] de R, on a alors:

T T X
j  d (F (,)) 9 (s) =  J  F ' (s) 9 (s) d s =  F(T) 9 (T) — F(o) 9 (o) -  f  F (s) <p'(s) d  s .
0 0 0
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Posons:

1 rr(s) / — Xt Œ ■ tA 1 ,I =  I e e e n dt
1 ò

(2- io) < Q „(t) =  A„ ea  —  e B A„ ' i n e  N , X e C+
OO

QlÄ) =  )  e - xt Qn(t) etA» àt 
' ò

(2.9) avec A„ à la place de A  et à la place de Q„ donne:

(2 .11) (X —  A n —  B) Tt* =  i —  QlK) VX e C+

En outre si Re X >  \ n =  n (M a +  1) Mb on a || A n R  (X , B) || <  i de m anière 
q u ’il existe borné (i — A„ R  (X, B ))-1 et l ’on a:

(2.12) R fX , A n +  B) =  R  (X , B) (i — A* R  (X , B))-i. VX e X, i - C ,  

alors de (2.11) on tire

(2.13) Tt> =  R  (X , A n +  B) (i -  QiT>) VX € X, +  C+ 

en outre, de l’identité

(2. H ) Qn (0  -  nR  (n , A) Q (*) nR  (n , A)

on déduit | Q[w)| < M a | Q ji || de manière que si X € cûM a ~f C+ on a ] Q r  ||<  1 
et, en vertu de (2.13) on a

(2.15) R  (X , A M +  B) =  (1 —- Q ^ ) -1 VX e X„ C ,

et cçtte égalité se prolonge évidem m ent à coMÎ +  C+ .
De (2.15) on déduit m aintenant:

(2.16) jj R(X , A n +  B) I <  2 M AM B/ReX ■■ VX G 2 coM| +  C+

et (iii) est dém ontré avec Xo =  2 coM I.
On a donc m ontré que A  et B vérifient (1.2) (avec N(X) =  2 M AM B/ReX) 

et la propriété (ii) du théorèm e 1.2 ce qui entraîne la prémière affirmation 
du theorem e 2.1; finalement les relations (2.5) sont une conséquence im m e­
diate de (2.9).
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3. Equations d’évolution.

On donne un espace de Banach Y (norme | | ), un interval [o , T] 
dans R + et une famille { B (s) }je  [0 ,T] d ’opérateurs linéaires fermés dans Y 
générateurs infinitésim aux de sem i-groupes de classe Co telle que:

(i) Vapplication  F  : R + x  [o , T] ->■ £ (Y , Y) (7), F  (/, s) — etB^  est 
fortement continue et il existe Mb 6 R+ tel que | etBO | <  Mb 
V/ G R + , s £ [o , T]

(3-1) { (ii) F  est continuement fortement dérivable par rapport à s dans 
R+ x  [o , T] et il existe K G R  et a 6 [o , 1 [ tels que :

detB{s)
ds <  K f

On définit m aintenant l’opérateur B dans YÎ (o , T  ; Y) (8) de la manière 
suivante:

l Db =  ( o , T  ; Y) ; u(s)  e Db^) p.p. dans [o ,T ] et V application
(3.2) I -> B (s) u(s) appartient à L ^ ( o , T ;  Y)}

( (Bu) (s) =  B (s) u (s) p.p. dans [o , T ]

d ’après (3.1)—i B est générateur infinitésimal d ’un sem i-groupe de classe Co 
tel que || etB || <  Mb V/ € R + .

On définit finalement l’operateur A  dans i f  (o , T  ; Y)

(3.3) D a = { « 6 W u ( o , T ; Y ) , « ( o )  =  o}  A» =  - -  Vue  DA.

Le théorèm e suivant est alors évident:

THÉORÈME 3.1 . - L e s  opérateurs A et B définis réspectivement par (3.2) 
et (3.3) vérifient la propriété (2.2) {avec X =  i f  (o , T ; Y)).

3.2. Problème de Cauchy.

On cherche à résoudre le problème de Cauchy:

( * ) « ( * ) = / '  /  e L /(o  , T  ; Y)
(3 4 )

[ u  (o) =  o o <  t  <  T  .

Nous dirons que u  6 i f  (o , T  ; Y) est solution faible de (3.4) s ’il existe 
une suite {un} dans W 1,J*(o ,T  ; Y) O Db telle que

(3-5) un(p) — °  , un->u , L — Bun~ ^ f  dans L ^(o ,T ;Y ).

(7) 2 (Y , Y) est l’algèbre de Banach des opérateurs linéaire bornés dans X.
(8) Pour la définition et les propriétés de \J* (o , T  ; Y) et W 1’ ^ (o , T  ; Y) voir par 

exemple [7].
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On dém ontre le théorème:

T h é o r è m e  3.2. -  S i Von suppose que (3.1) a lieu alors le problème de 
Cauchy (3*4) admet une solution faible unique.

Démonstration du théorème 3.2.
En grace du théorèm e 2.1 il existe X0 € R  tel que si XeXo +  C+ l’équation 

(3.6) M  — Aü  —  Bù = f  où f  (s) =  e~u f  (s) p.p. dans [o , T] 

adm et une solution unique ü ; alors u (s) =  eXs ü(s) est la solution cherchée.

3.4. Remarque (Cas analytique).

Si l’on suppose:

(3-7)

I l  existe un secteur S0 =  { X e C ; | arg X | <  0 } tu/2 <  0 <  n 
tel que p (B(r)) D S0 \ts e [ o , T ]  et un nombre positif N B tel 
que I R (X , B (s)) | <  N B /j X | VX e S0

U  application H : S0 x  [o , T] -> £ ( Y , Y) , H (X , s) =  R (X , B (s)) 
estfortement continue, fortement continuemént dérivable par rapport
à s et il existe K É  R + et a É ] o , i ]  tels que 
VX e S0 s e [o , T]

dR.(X,B(j))
ds < K ' / | X |

D b est dense dans L^(o , T  ; Y) (9).

alors il est facile de dém ontrer, en utilisant la transform ation de Laplace 
que (3.1) a lieu avec a ~ i  —- fi;  on retrouve alors un résultat de K ato-T a- 
nabe [6] (cfr. aussi G risvard [4]).
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