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Matematica. — Sur les familles continues de courbes. Nota IV
di Tupor ZaMFIRESCO, presentata  dal Socio ‘G. Scorza DRAGONT.

RIASSUNTO. — In questa Nota IV ’autore completa le dimostrazioni dei teoremi annun-
ciati nella precedente Nota III fornendo la giustificazione del primo di quei teoremi.

Le but de cette note est uniquement celui de donner la démonstration
d’un résultat annoncé dans la précédente Note III. Il s’agit du théoréme 1
de la note mentionnée, qui précise P'aspect des courbes fermées fortement
L-convexes associées & une famille continue.

Soit C une courbe de Jordan fermée, D le domaine borné ayant C comme
frontiere,

8={L(p):peC} (L:C — D" continue)
une famille continue de courbes dans D (on trouve une définition dans [2]) et
P={¢():p€C} (g:C D continue)

une courbe fermée associée a L.
On imposera dans la suite la suivante condition sur la courbe I', men-
tionnée déja dans [2]:
() L'ensemble
{p€C:card g (g (p) = 2}

est rare dans C, Pensemble L (p) —T' est dense sur toute courbe L (p) € L et
i ny a aucun arc N CC tel que L (p) soit une courbe d’appui de q (V) pour
tout p eV @,

Nous employons la terminologie de [2].

THEOREME. — Swupposons que la courbe fermée T associde o % satisfait
a la condition (w); alors, si U est fortement S—convexe, elle est stmple.

Démonstration. — Raisonant par I'absurde, supposons que I' n’est pas
51mple Alors il existe deux points g1, p2 €C tels que ¢ (p1) = ¢ (p2). Soit A
le sous—arc de C ayant les extrémités p1 et ps, tel que — D1€A, si —p1=F po,
et I'un des deux sous—arcs déterminés par p1 et pp sur C, si —p1 = po.
Alors I' est la réunion des courbes fermées

M=g¢@A) ; Te=g¢(C—AU{m).

Soit U; la réunion des composantes bornées du complémentaire de r,.

(l)‘) Nella seduta dell’8 giugno 1968.
(1) Rappelons que: 1° si le sous—ensemble E de D se trouve dans le complémentaire
d’une des composantes de D — L (), ot L(p)€8, alors on dit que L(p) est une courbe
d’appui de E; 20 ¢ (V) ={g(p): peV}
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LEMME 1. — 57 x € I';, alors tout voisinage de x remcontre U;.

Soit V un voisinage arbitraire de x dans D. On distingue entre deux
cas:

10 x==g(f1).

Choisissons p* € g~1 (x) et un voisinage A+ de p+ sur C tel que g (A*)CV
et que AtCB, ou B=Asii=1et B=C—A si 7=2. En vertu de la
condition (&), il y a un arc non dégénéré B+*C A+ tel que la restriction ¢|B*
soit homéomorphe et que ¢ (B+) N ¢ (B — B+) soit vide. Si p~ € int B+ (Uinté-
rieur cong¢u sur C), alors

g(p7)eg(B—BY);
puisque l'ensemble ¢ (B— B*) est fermé, il existe un disque fermé § centré
en ¢ (p7), tel que
3CV ; 3dnNngB—BY) =g.

Alors 'arc de Jordan ouvert ¢ (B*) traverse 3: soient »*,»— € B tels que p—
soit situé entre eux et que

g(rHefrs ; qg@)efrd.

Ils déterminent deux arcs y* et y~ sur fr 3. Puisque ¢|B+* est homéomorphe,
il y a deux autres points s* €y+ et s~ €y~ tels que st,s- ¢ ¢ (B+). Alors
st,s—¢T;, parce que

3Ng(B—B*) =og.
Soient 6t et ¢~ les arcs maximals sur fr 3 tels que
st€ct , ss€¢, intetNI,=0 , inteNTI,=g.

Evidemment, ¢t (c~) forme, avec une partie de ¢ (B*), une courbe de Jordan
fermée X+ (Z7). Tout sous—arc A~ de ¢(B*) telqueg(p7) €A~ et A Nfrd =9
est entiérement contenu dans X+ M X7. Donc

S=FU0S) @ N)

est une autre courbe de Jordan fermée, déterminant un ensemble ouvert
borné A.

Soit C+ un arc de Jordan aux extrémités st et s—, tel que
CtC Ay {st,s }

Supposons maintenant que s* et s~ font partie de la méme composante
connexe du complémentaire de I';. Alors il y a un arc de Jordan C™ aux
mémes extrémités que C*, mais ne rencontrant pas I;.

Soit I'™ un sous—arc minimal de C~ rencontrant ¢+ et 6~ (d’extrémités
t+ €ct et +~ €c-). Evidemment int [N A= g, dou

M't=TI""yCtya,
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o étant la réunion des sous—arcs (dégénérés ou non) de ot et o— dont les
extrémités sont #+,s* et £, s7, est une courbe de Jordan fermée. Soit A+
le domaine borné dont la frontitre est I'+ et t+, t— les deux arcs (dégénérés
ou non) de ¥ — int (¢t U o6™). On a soit

Tt C AT AT =g,
soit
— C A+ ;A At =g,

donc en tout cas les extrémités de o+ appartiennent 4 des composantes con-
nexes de D — I'* diverses. Ces extrémités déterminent sur ¢ (B+) un arc B+,
qui n’est pas dégénéré parce que B+DA™. Alors, larc

Bm=g¢®B) —p+
a les suivantes propriétés: il ne rencontre pas A U int (c+ U ¢-), donc
EFNnCrua =g,

mais ses extrémités se trouvent dans des composantes de D — I'+ différentes.
Donc 8~ N I'*== &, 4 savoir

TN I~=o.
Mais 87 CI', et I'"CC™, dou
F,nC &g,

ce qui contredit le choix de C™. Donc s* et s~ se trouvent dans des compo-
sarites connexes du complémentaire de I'; différentes-et comme il n’y a qu’une
seule composante non bornée, il s’ensuit que soit s*, soit s—, se.trouve dans
une composante connexe bornée du complémentaire de I';, donc

VnNnU,==2.
20 x =g (p)--
Doit Ay un arc non dégénéré sur C tel que
pl € ir].t A.+ s g <A+> C \/7-‘

Choisissons maintenant p*+ € int (A, N B). Pour ce point p* le voisinage
A+ =int (A, NB)

possede les qualités réquises au numéro 1°, et la démonstration peut étre
poursuivi comme la—bas.

Le lemme 1 est complétement prouvé.
Il s’ensuit évidemment que U;54=@ (/= 1,2). Aussi

I, = frU,;.
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En effet, fr U, C I'; et supposons qu’il y a un point y € I'; qui n’appartient
pas a la frontiere de U,; alors y € U, d’ou il y a un voisinage entier de y
qui ne rencontre pas U,, ce qui contredit le lemme 1.

LEMME 2. — 7/ existe un point py € int A tel que
L (2 N Ui+ 2.

Si
L($) 0 Uk o

pour Zz=1 ou 2, Passertion est évidemment prouvée, parce qu’il y a alors
un voisinage V; de p, sur C tel que

L()NU =5
pour tout p €V, et I'on choisit
Po €V, N int A.
Si
L)nU =g (=1, 2),

alors on distingue entre deux cas:

19 L’intersection de U; avec la réunion des composantes bornées du

complémentaire de C U L(p1) UL(p2), dont les frontieres contiennent A et,
respectivement, — A est non vide @,

Dans ce cas la démonstration résulte du lemme 1 de [1].

2° On n’est pas dans la situation 1° (ce qui est possible seulement
si —p1= po).
En effet, I'intersection A de Us avec I'une des deux composantes bornées
du complémentaire de C UL (p1) UL (p2) non considérées a 1° est non vide
Il est claire que

frA¢ L (p0) UL (o).
Soit alors
xefr A— (L (p) UL (ga).

Puisque I''C D, on a

Cn frU; = g;
mais

frA CCUL(p)UL (p2) U fr Uy,

donc x € fr Uy, Soit X un voisinage ouvert et connexe de x ne rencontrant
pas L (p1) UL (po). Si

P EAN g (),

(2) On utilise ici la notation — A ={cC:—peAl.
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alors I'ensemble ouvert Ur M X n’est pas inclus dans L (p;), et, par consé-
quent, on est dans la situation 1° soit a I’égard des courbes L (p,), L ()
soit des courbes L (p;), L (p2). L'existence de po dans l'intérieur d’un des
sous—arcs py p, et p; p» de A est assurée et le lemme 2 est complétement
prouvé.

Soit maintenant VoCA — {p1, p2} un voisinage ouvert du point p,
trouvé au lemme 2, sur C, tel que

L(pnU==g

quel que soit p € Vo. En vertu de la condition (&), il y a un point p3 € Vy
tel que ¢ (— p3)€ I't. Supposons que ¢ (— p3) € Up; alors il existe un sous—
arc ¥z CL (p3) tel que ¢ (— p3) €intyz et y2CU;. De la condition () on
déduit aussi qu'il y a deux points v € yg (— p3) et w €g (— p3) =z tels que
v,wé€Is; donc v,w €U, mais ¢ (— p3) €I', ce qui contredit I'hypothese
selon laquelle I' est fortement &-convexe. Il s’ensuit que le point g (— pg)
est extérieur & Uy. En fait, il y a un entier voisinage VgC Vo de p3 tel que

7 (—Vs)NU1=g.

Soient Dy et Dz les composantes bornées du complémentaire de C UL (p3).
Puisque p3 € Vo,

UlﬂL(P3>:F®,

mais les points de UM L (p3) sont situés seulement sur I'un des arcs pzg (— p3)
et —p3q (— p3) a cause de I'8-convexité forte de I'. Supposons, par exemple,
que ‘

UinNL(p3) C p3g (— p3) -

LEMME 3. — I7'y @ un voisinage Ny de p3 inclus dans Vs, tel que L(ps3)
s0it une courbe d'appui de q (— Va).

Supposons que l'assertion du lemme serait inexacte; puisque tout point
de Ty appartient & la frontiére de Up, il résulte que

UsNDis=g ; UenDef=g

\

et que g (— ps3) appartient a la frontiere de ces deux ensembles. On peut
avoir deux cas:

10 pQVL(ﬁ:{Q(_Z%)}-

Dans ce cas on peut choisir deux points p', p" € V3 tels que p' == p'/,
P €p3p' et que g(—p"),g(— p"") €D1. En tenant compte que
g(—p)efr(Uz—T1) ; g(—pHeint U L(p),
2€ '
il résulte que

U L@)nU—Uul)sf=g,
D€ pp"!

ce qui contredit I’ 8—convexité forte de I

54, — RENDICONTI 1968, Vol. XLIV, fasc. 6.



758 Lincei — Rend. Sc. fis. mat. e nat. — Vol. XLIV — giugno 1968 [400]

20 Il y a une courbe L (p*) avec p* € Vs, telle que

g (—ps) €L ($%).

Evidemment, le point p* appartient soit & la frontiére de Di, soit a
celle de Dy et lintersection de L (p*) avec L (p3) se trouve soit entre ps
et g (— ps), soit entre ¢ (— p3) et — p3. Comme les quatre situations possi-
bles sont tout & fait analogues, considérons seulement une d’entre elles;
disons, par exemple, que

p*efr D 5 L(p*) O L(p3) C psg (—ps).

Puisque ¢ (— p3) € fr UsN Dy — Uy, la composante bornée du complé-
mentaire de L (p3)UL(*) U (—A) rencontre UpN Dy — Uy. En vertu du
lemme 1 de [1], on a alors

U L(»pnU—Uuly=g,
DE Py
contredisant également I'—convexité forte de I". Le lemme 3 est démontré.

En vertu de la condition (), dans le voisinage V4 procuré par le lemme 3
il existe un point g4 tel que L (p4) ne soit pas une courbe d’appui de ¢ (— Vy).
Cela contredit le résultat analogue au méme lemme 3, qu’on obtient en consi-
dérant le point p4 au lieu de p3.

La démonstration du théoréme est ainsi achevée.

Nous trouvons enfin utile de signaler que le lemme 1 peut étre d’un
intéret indépendent du théoréme démontré ici, dans un cadre élargi qui se
déduit aisément. '

Aussi, nous voulons ajouter que la condition («) est assez forte et qu'une
démonstration du méme théoréme dans une hypothése («) plus faible cons-
tituerait un bon progres.
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