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Algebra. —- Etude de certaines équations définies dans des algèbres 
universelles. Nota di I u l iu s  Gy. M a u r e r  e M ik l ô s  S z il â g y i , 
presentata n  dal Socio B. S e g r e .

R iassunto. — Si studiano certe equazioni nelle algebre universali ottenendo fra l’altro 
delle estensioni del teorema deH’alternativa di Fredholm.

Le but principal de ce tràvail est l’étude des quelques équations définies 
dans des algèbres universelles et dans quelques classes d ’algèbres universelles 
pour obtenir, dans ces cadres générales, des théorèmes qui généralisent le 
théorèm e d ’altérnative de Fredholm , bien connu dans Fanalyse fonction
nelle (voir par exemple [33]). Des résultats classiques concernant les espaces 
linéaires seront obtenus comme cas particuliers.

Les propriétés des algèbres universelles seront utilisées conform ém ent 
à la términologie de A. G. Kuros [2]. Nous résumons d ’abord les notions 
les plus im portantes dans ce domaine.

U ne algèbre universelle (G , £2) est un  ensemble G m uni d ’un  ensemble £2 
d ’opérations Tz-aires, où n  a des valeurs entières non négatives. Si (0 6 Û , 
alors l’element de (G , O) qui correspond dans l’operation co à un  système 
ordonné (a i, a2 , • • •, an) d ’éléments a± , a2, • • •, an e G sera noté avec aia2 • • -an co. 
(G , £2) et (G' , £2') sont deux algèbres universelles du même type s ’il éxiste 
une application biunivoque % de O sur £2', de façon que, si co est une opéra
tion n—aire avec n =  no , alors co  ̂ ù.) est une opération n—aire avec le même 
n =  n0. Il s ’ensuit que deux algèbres universelles du m ême type peuvent 
être regardées comme des algèbres universelles avec le m êm e système d ’opé
rations. U n  sous-ensem ble A  de l’algèbre universelle (G , £2) est dénommé 
sous-algèbre de (G , £2) si nous avons ai a2 - • -an (ùE A  pour tou t co G £2 et pour 
tous a i , <22, • • •, an e A. L ’application univoque 9 : (G,£2)-^* (G', £2) est une appli
cation homomorphe de (G , £2) en (G', O) si, pour tou t co G O et pour tous 
ai , a2 , • • •, an G (G , £2), nous avons: (ai a2 • • • an co) 9 =  (ai 9) (a2 9) • • • (an 9) co. 
U ne algebre universelle (G , £2) sera dénommée Qr-groupe si G est un  groupe 
(G , + )  par rapport avec l’un  des opérations de D (qui sera noté avec + )  
et sì nous avons encore la propriété 00 • • • oco =  o pour tout co G O (o repré
sentant l’élément nul du groupe (G , + )) .

U n  sous—ensemble I d ’un  Q -groupe ( G , £2) sera dénommé idéal de 
(G , £2), et il sera noté avec I <3 (G , £2), si I vérifie les deux propriétés suivan
tes: d) I est un  sous-groupe norm al de (G , + ) ;  b) pour tout i e  I et pour 
tous; a i , a2 , ■ • •, an G (G , £2) les relations —  (ai a2 • ■ • an) co +  ai • • • a j-1 (i +  d)

(*) Nella seduta dell’8 giugno 1968.
(1) Toutes les applications considérées dans ce travail seront regardées comme des 

opérateurs à droite.
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Oj+1- • -an co G I ( j  — I , 2 ,  • • - , n) subsistent pour tout 00 G Q. U n  idéal quel
conque d ’un Q -groupe (G , Q) est un  sous-Q -groupe de (G , Q). L a no
tion de Q -groupe, introduite par Higgins [1], représente une généralisation 
commune des notions de groupe et d ’anneau; et la notion d ’idéal d ’un 
Q -groupe représente une généralisation commune des notions de sous-groupe 
norm al pour les groupes et d ’idéal pour les anneaux. La décomposition d ’un 
Q -groupe (G , Q) par rapport avec un idéal (I , Q) de (G , Q) est définie 
comme la décomposition du groupe (G , + )  par rapport avec le sous-groupe 
norm al (I , + ) .  Toutes les relations de congruences d ’un Q -groupe (G , Q) 
sont déterm inées par les décompositions de (G , Q) par rapport avec les 
idéaux de (G , Q). Il s ’ensuit que nous pouvons construire les Çl-groupes 
facteurs (G , Q )/(I., Q) par rapport avec les idéaux (I , Q) de (G , Q).

D ans ce qui suit nous considérerons des algèbres universelles du même 
type, ayant donc le même dom aine Q d ’opérations. U ne telle algèbre (G , Q) 
sera notée sim plem ent par G.

Soient G , G ' et % trois algèbres universelles du meme type. Nous con
sidérons en chaque algèbre universelle donnée un élément évidencié, fix. 
Ces élém ent seront notés avec 0 , 0 '  et a. Soit If — l’ensemble des appli
cations univoques a de G en §, et soit IL =  êG' l ’ensemble des applications 
univoques oc' de G' en §. On note avec 0 6  IC et avec 0' G IC' les applications 
définies respectivem ent par les égalités: G 0 =  {0 } , G ' 0' =  { a }. Généralement, 
si X et Y sont deux algèbres universelles avec le même dom aine d ’opérations 
et Ox représente un  élément évidencié de X, alors le noyau d ’une application 
univoque £ : Y -> X sera défini à la manière suivante: N^ =  {y  G Y ; yï, — Ox}. 
Nous observons que le noyeau Na , respectivem ent N ar d ’une application 
oc G IC ou oc' G IC' ne contient pas généralem ent l’élément o ou 0'.

Considérons m aintenant une application univoque arbitraire 9 de G en G '. 
Nous faisons correspondre pour tout oc' G IC' un  a G IC unique, conformément 
au diagram m e com m utatif

\  i
g

Cela signifie que

(1) oc =  9 * a',

où le produit 9 * a ' des applications 9 et a ' est défini au sens habituel.
Soit 9* une application (univoque) de IC' en IC définie par Végalité

(2) a =  a ' 9* (Vod G IC').

Ainsi il reste attaché à 9 : G G ' une application uniquem ent déterminée, 
9*: IC'->IC. On déduit im m édiatem ent des égalités (1) et (2) que

(3) x  (a ' 9*) =  xoL =•^  (9 * a') (fix  G G).
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Observation i. — Il résulte, en vertu des égalités (i) et (2), que 0 =  9 * 0', 
donc que 0'cp * =  0. Il s ’ensuit que 0' e Nq,* (V9* € JC  ̂).

On peut introduire en JC respectivem ent en JC' un  systèm e d ’opéra
tions O -  en fonction des opérations définies en (ß , O) -  à la m anière sui
vante: Si o  e O est une opération ^ -a ire  (n o) définie dans ê, alors, dans
le cas d ’un système ordonné quelconque d ’éléments ai , 0C2 , • • •, aM € JC re
spectivem ent ai , a2 , • • •, ai e JC', on doit avoir

# (ai <X2 • • • <xn co) =  (xoc{) (xa.2) * • (xcx.n) co (fix € G)

ou respectivem ent

x ’ (ai a2 • • • a i co) =  (xr ai) (xf a^) • • • (x' a«) co (fix ’ € G').

Si co est une opération nullaire et on note avec om l’élément évidencié de § 
par l’opération co, alors l’élément évidencié de JC respectivem ent de JC' par co 
soit F élément ató e JC respectivem ent aw 6 JC', pour lesquels nous avons Gai, =  om 
respectivem ent G ' ocm =  oœ . P ar ces définitions, JC et JC' deviennent des algè- 
bres universelles du même type que (G , O). Ces algèbres universelles (JC , Q) 
et (JC' , £!) seront notées sim plement avec JC et JC'.

THÉORÈME i. -  U  application cp*:JC'->JC est une application homo- 
morphe de (JC' , üi) en (JC , Q).

Démonstration. -  Soit co une opération quelconque définie en JC' et 
a i , Ä2 , • • •, a i un  système arbitraire d ’éléments de JC'. E n  em ployant les 
formules (3) et les définitions précédem m ent données pour les opérations 
en JC' et en JC, on obtient pour tout x  € G:

x  [(ai a2 • • • ai co) 9*] =  x  [9 * ai a2 • • • ai co] — (xcp) (ai a2 • • • ai co) —

=  [(*9) ai] [(*9) aà] • • • [(*9) ai] co =  [x (9 * ai)] [x (9 * a^)] • • • [x (9 * ai)] co =

=  j> (ai 9*)] [x (oc'2 9*)] • • • [x (ai 9*)] co =  x  [(ai 9*) (a^ 9*) • • ■ (ai 9*) co].

Donc (ai cé2 • • • ai co) 9* =  (ai 9*) (a^ 9*) • • • (ai 9*) co et ainsi le théorèm e 
et dém ontré.

Considérons m aintenant une équation

(4) xcp =  x r,

où x j un élément arbitrairement fixé  de G '. Le problèm e que nous voulons 
résoudre ici est le suivant: quelles sont les conditions qui doivent être satis
faites par x' pour la résolubilité en x  de l’équation (4) -  c’est-à -d ire  pour 
l’éxistence au moins d ’un élément xo E G, tel que xo cp =  x ' ?

T h é o r è m e  2. — Soit 9 une application univoque d'algèbre universelle G 
dans l'algèbre universelle G ' du même type. L'équation (4) est résoluble en x  si 
et seulement si

(5) x'e D N„, .
a '  G Nq,*
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Démonstration. -  Supposons que l’équation (4) est résoluble en x> donc 
l’éxistence d ’un  élément x  =  xo £ G tel que xq (p =  x'. Alors nous avons, pour 
tout élément a ' 6 N^* (c’est-à -d ire  pour tout élément oc' e JC' qui satisfait la 
condition od 9* =  0) : x r od — (#0-9) od =  xo (9 * oc') =  xo (oc' 9*) = r o  6 =  0. Il 
s ’ensuit la validité de la relation (5). Donc la condition est nécessaire.

Supposons m aintenant la validité de la condition (5) et supposons que 
l’equation (4) n ’est pas résoluble en x, c’est-à -d ire  que xo 9 =f= x r (V^o E G). 
Il s ’ensuit que x r € Gcp. Puisque JC' contient toutes les applications univoques 
de G ' en §, il s ’ensuit l’éxistence d ’éléments de JC' tels que leurs noyaux 
est égal à G9. Soit oc' e JC' un  tel élément: N a/ =  G9. Il s ’ensuit que, pour 
cet élément od e JC', nous avons la relation

(6) * '* N a, .

D ’autre part, il résulte -  conformément à Légalité (3) et G9 =  N a/ -  que 
x  (oc' 9*) — x  (9 * a ') =  (#9) od =  o(V#€G ). Cela signifie que a' 9 * — 0, donc que

(7) oc' e N(p* .

Nous avons ainsi construit un  élément oc' e JC', satisfaisant aux condition (7) 
et (6). Il résulte l’impossibilité de la relation (5). Donc la condition est aussi 
suffisante.

Soient m aintenant G , G ' et § trois O—groupes du même type. Les notions 
introduites dans le cas général seront utilisées dans leurs sens étendu avec 
les suivantes exceptions: nous adm ettons que les éléments o , o ' et 0 coin
cident avec les éléments nuis des O-groupes considérés et nous remplaçons 
l’ensemble JC' avec l’ensemble JCi de tous les homomorphismes a i : G '->  §. 
(Nous observons que dans ce cas le noyau d ’une application a e If ne con
tient pas généralem ent l ’élément o e G, mais le noyau d ’un  oc' € X'k contient 
toujours l’élément o ' e G ').

D ans ce cas, l’affirmation du théorèm e 2 n ’est pas valable par rapport 
avec une algèbre universelle § quelconque (du m ême type que G et G'). 
M ais nous m ontrerons que, si 9 satisfait une certaine propriété, alors il éxiste 
un  Q -groupe § par rapport auquel la validité du théorèm e 2 peut être pré
servée. Pour dém ontrer cette affirmation, nous introduisons pour la première 
fois une notion -  suggérée par la dém onstration du théorèm e 2.

Soient G et G ' deux O—groupes donnés (du même type), et soit 9 une 
application (univoque) de G en G '. Nous disons q u ’un  D -groupe § a la 
propriété O si et seulement si: a) % est du même type que G et G'; ß) pour 
tout x r € G9, il éxiste un élément dh 6 X'h (ai 4= 6') tel que * N aj  et ocieN^*.

Lem m e i .  — Soient G et G ' deux Q*—groupes du même type. S i  Vapplication 
univoque 9 : G -> G ' a la propriété que G9 est un ideal de G ', alors il éxiste 
un Çl—groupe % avec la propriété O.

Démonstration. -  Considérons les O-groupes facteurs G '/I ' par rapport 
avec tous les idéaux I' de G', et formons le produit direct complet § =  X g  'X

V G J'
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de ces Q -groupes ( J ' dénote l’ensemble de tous les idéaux de G'). G adm et 
par construction la propriété a); mais il vérifie aussi la condition ß). E n effet, 
soit jt' e G<p. Puisque Gcp est un idéal de G', il éxiste un dh 6 Xh (oc'h =4= 0') 
tel que N â  = G 9 (ai est l’application de G 's u r  le com ponent G'/G<p du produit 
direct considéré). D ’autre part, en utilisant les relations (3) et G9 =  N a^ , nous 
déduisons: x  (a ' 9*) =  x  (9 * ai) =  (x<p) dh — 0. Il s ’ensuit que ài 9* =  0, donc 
que ai 6 N<p*.

THÉORÈME 3. -  Soit 9 une application univoque du Q—groupe G dans 
le Si-groupe G ' du même type, pour laquelle G9 est un idéal de G '. Alors 
Véquation (4) est résoluble en x  si et seulement si

(6) x ' e n  N a'(2)
ah e  Ncp*

où les sont des applications homomorphes de G ' dans un Si—groupe ê avec 
la propriété O.

Démonstration. -  L ’existence du Q -groupe % avec la propriété O est 
assurée par le lèmme 2. L a résolubilité en x  de l’équation (4) im plique -  
conform ém ent au théorèm e 2 -  la validité de la relation (5). E n vertu de 
l’inclusion XhG%) il résulte la relation (6) (voir la note 2). Donc la condition 
est nécessaire.

Supposons m aintenant la validité de (6) et supposons que x 0 (pfi=xf (V#o eG), 
donc que x'&Gcp. Puisque § a la  propriété O, il éxiste une application 
dh Xh (céh =|= 0'), telle que x ! & N tt/; et 4 eN,p*. Il s’ensuit l’impossibilité de 
la relation (6). Donc il éxiste au moins un ro ^ G  tel que xo<? =  x r , et ainsi 
la condition est aussi suffisante.

Observation 2. — Si 9 : G -> G ' est une application homomorphe, alors -  
en vertu  de l’égalité (1) -  a =  9 *  dh est une application hom om orphe de G 
en •§. Il résulte que dans ce cas le théroème 3 devient valable si l’on rem 
place l’ensemble % avec l’ensemble Xh de toutes les applications hom o
m orphes oih : G -> §.

Nous considérons m aintenant le suivant cas particulier: G et G ' sont 
deuy espaces linéaires définis sur le même corps K. Le module (groupe addi
tif) ;K+ de K peut être regardé comme un espace linéaire défini sur le corps K 
(donc comme un  Q -groupe spécial du même type que les Q -groupes spé
ciaux G et G '). Le théorèm e 3 est évidem m ent valable dans ce cas; mais'  1 ’
nous m ontrerons — pour nous nous raprocher à des conceptions classiques 
de cette théorie -  que, dans ce cas, même K + peut être considéré comme un 
espace linéaire § avec la propriété <D.

(2) La condition (6) est plus faible que la (5); parceque WhCW, d’où il résulte que

,n N« p  n  N.ah ^ Ncp* o,' G Ncp*
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LEMME 2. — Soient G et G ; deux espaces linéaires définis sur le même corps K 
et soit K+ le module de K. Si 9 : G -> G' est une application homomorphe 
{transformation linéaire), alors Vespace linéaire K + défini sur Si a la propriété <P.

Démonstration. -  Il faut dém ontrér que l’espace linéaire K+ vérifie la 
propriété ß). Soit x ' un  élément arbitraire de G ' pour lequel on ait . G<p.
Nous considérons le sous-espace linéaire K x' =  {kx'  ; k E K } de G '. Soit Lo 
le sous-espace linéaire de G b engendré par les sous-espaces Gcp et KV. 
On dém ontre facilement que GcpO Kx'  =  { o '}. E n effet, si y  € Gcpn Kx'  (y  o), 
alors y  — kx' (k E K), d ’où il résulte que x 1 =  k~x y  E Gcp. Il s ’ensuit q u ’un 
élément quelconque z  de Lo peut être écrit d ’une façon unique sous la forme 
z  — xo 9 +  kx ' , où xo E G , k E K.

Nous définissons m aintenant une application fo : Lo —> K+ par l’égalité

(7) zfy =  kk0 (fiz e L ) ,

où ko o est un  élément quelconque de K. L ’application fo a les trois pro
priétés suivantes:

a) fo est une application hom om orphe de Lo en K+. E n effet, la 
représentation univoque de z  dans la forme z =  xo 9 +  kx’ im plique l’un i
vocité de fo . Soient#! et Z2 deux éléments quelconques de Lo : Zi =  xi<p +  k\ x ’, 
Z2 =  # 2 9 +  k%x’, où xi , X2 E Go et ki , k2 € K. Il s ’ensuit que (zi -f- Z2)fo =  
— [(̂ 3 +  *2)9 +  (fil fikf) x']fo =  (kifikp) ko — kiko +  k2 ko —zi fo +  Z2fo • Soient 
z et c éléments quelconque de Lo ou respectivem ent de K. Alors nous avons: 
(cz)fo =  [c (xo 9 +  kx')\fo =  [(ex0) 9 +  (ck) x'] fo =  (ck) ko — c (kko) =  c (zfo).

b) x '&Nfo. E n  effet, x' — i-x' ,  où 1 désigne l’élément unité de K. 
Il s ’ensuit quevL /o  =  1 - ko =  ko =f= °-

c) G 9 C N /o. E n effet, puisque tout élément z  6 G9 peut être écrit 
sous la forme z  — xo 9 +  Q-xr, nous avons zfo =  o.

Nous m ontrons m aintenant — en utilisant un raisonnem ent suggéré par 
la dém onstration du théorèm e de Banach—H ahn  concernant le prolongem ent 
des fonctionnelles linéaires continues (voir par exemple [3]), q u ’il éxiste un 
prolongem ent /  de fo qui a aussi les propriétés a), b) et c).

Si Lo — G', alors /  =  f o . Supposons donc que L oC G ' (Lo =j= G'). Soit x"  
un élément arbitraire de l’ensemble com plémentaire G ' \ L o  relativem ent à 
G ', et soit L i le sous-espace linéaire de G ' engendré par Lo et Kx".  Puisque 
KoO Kx" =  {o ; }, tou t élément z E L i peut être représenté d ’une façon unique 
sous la forme z =  zq +  k x " , où zo E Lo , k E K. Définissons une application 
/]  : L i->  K+ par l’égalité

(8) zfi =  Zo fo (fiz E Li) .

E n tenant compte du fait que fo possède les propriétés a), b), c), il s ’ensuit -  
en vertu de la définition (8) — que les propriétés a), b) et c) sont valables aussi 
p o u r /1 ,  et nous avons encore: zo f i  =  zofo (V^o E Lo). Il s ’ensuit que f± est 
un prolongem ent propre d e f y  à l’espace Li ayant les propriétés à) b) et c).
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Nous faisons correspondre à chaque prolongem ent propre /  : L -> K + 
(LoC L ) de Lo, qui vérifie les propriétés a), b) et c), le couple ( / ,  L). Soit 011 
l’ensemble de tous ces couples. Puisque (f± ,L i) E 0E, il s ’ensuit que 01t  =j= 0  . 
On introduit en 0E une relation de la manière suivante:

(9) ( / ,  L ' ) < ( / / / , L /0 ^ L /Ç L // et z f  = z f ” (fiz e L ').

On dém ontre sans difficulté que (0E , < )  est un ensemble partiellem ent ordonné.
Considérons une chaîne (sous-ensem ble totalem ent ordonné) quelconque
{{fy , L v) ; v e I } de 01b (I est un  ensemble d ’indexes ordonné par rapport à
une relation, qui sera notée avec < ) . Puisque L v est un sous-espace de L ^ ,
si v <  [JL, il s ’ensuit que L  =  U L V est un sous-espace de G'. Si z est un

v e i
élément quelconque de L, alors il éxiste un index v e I de façon que z E L v 
(et z e Ljj, pour tout [x >  v). Il en résulte q u ’on peut définir une application 
/ : L - > K + par l’égalité,

(10) z f  =  zfv (yz  6 L ) ,

où v est un  index avec la propriété spécifiée dans la dernière proposition. 
On dém ontre sans difficulté que ( / ,  L) 6 0E et que ( f y , L v) <  ( / ,  L) pour tout 
v e I. Donc (0ÌÙ ,< )  vérifie la condition de m axim alité pour les chaines définies 
en ( 0 L , < ) .  Il s ’ensuit, conform ém ent au lèmme du Zorn-K uratow ski, que 
dans le cas d ’un  élément quelconque de (0L , < ) ,  donc aussi dans le cas 
d ’élément (/o , Lo), il éxiste un  élément m axim al ( / ,  L) de (01Ù , < )  qui satis
fait la relation (/o , Lo ) <  ( / ,  L)-

Nous dém ontrons m aintenant que L  =  G '. En effet, soit L  un sous- 
espace propre de G '. Alors il est possible de construire un ( / i  , Li) e (0ÌÙ , < )  
-  d ’une m anière analogue à celle de la construction de (fi  , Li) E (0Tè ,< )  à 
partir de (/o , Lo) -  tel que ( / ,  L) <  ( / i , Li) et L.=f= L i . M ais ceci contredit 
la m axim alité de ( / ,  L).

Il s ’ensuit que /  — a\ est une application de G en K + ayant les proprié
tés a), b) et c). Nous observons que, en vertu de la propriété c) pour a /  
il s ’ensuit que x  (a\ cp*) =  x  (9 * 0/) =  (^9) a), =  o' (yz E G), donc ai E N^*. 
Il résulte que l’espace linéaire K + satisfait la propriété ß), donc il a la p ro
priété <E>.

E n vertu du lèmme 2 -  en tenant compte du fait que l’image homomor- 
phe d ’un espace linéaire est un  espace linéaire -  le théorèm e suivant est une 
conséquence im m ediate du théorèm e 3:

THÉORÈME 4. -  Soient G et G ; deux espaces linéaires définis sur le même 
corps K  et soit 9 une application homomorphe (transformation linéaire) de G 
en G '. Alors Vequation (4) est résoluble en jr si et seulement si la condition (6) 
est satisfaite, ou les ai sont des applications homomorphes (transformations 
linéaires) de G ' dans P espace linéaire K +.

Observation 3. -  Soient N n , V m des espaces vectoriels respectivem ent 
de diménsions n , m. ■ L a résolubilité d ’un système d ’équations linéaires
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2  aij xj  =  =  I , 2 , • • •, m) est équivalente à la résolubilité en X de
j =1
l’équation XcpA =  B, où X =  ( * i , *2 , ■ ■ •, x n) e V H , B =  , b2 , -• -, bm) e V m
et çpA : -> V m est la transform ation linéaire déterm inée par la m atrice
A — (aij) =  1 > • • *> m \ j =  i , * • •, n). Si l’on applique le théorèm e 4 dans 
ce cas particulier, on obtient le théorèm e classique de Rouché rélativem ent 
à la résolubilité des systèmes d ’équations linéaires.
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