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Algebra. — Etude de certaines équations défintes dans des algébres
universelles. Nota di Iurius Gv. MAURER e MikLds SziLigyi,
presentata © dal Socio B. SEGRE.

R1ASSUNTO. — Si studiano certe equazioni nelle algebre universali ottenendo fra 1’altro
delle estensioni del teorema dell’alternativa di Fredholm.

Le but principal de ce travail est 'étude des quelques équations définies
dans des algebres universelles et dans quelques classes d’algebres universelles
pour obtenir, dans ces cadres générales, des théorémes qui généralisent le
théoréeme d’altérnative de Fredholm, bien connu dans I'analyse fonction-
nelle (voir par exemple [33]). Des résultats classiques concernant les espaces
linéaires seront obtenus comme cas particuliers.

Les propriétés des algebres universelles seront utilisées conformément
a la términologie de A. G. Kuro§ [2]. Nous résumons d’abord les notions
les plus importantes dans ce domaine.

Une algebre universelle (G , Q) est un ensemble G muni d’un ensemble Q
d’opérations z-aires, ol # a des valeurs entiéres non négatives. Si o € Q,
alors I’élément de (G, Q) qui correspond dans loperation 3 un systéme
ordonné (a1,az,- - -,a,) d’éléments a1 , as,- - -, a, € G sera noté avec s az- - - a, .
(G,Q) et (G',Q) sont deux algebres universelles du méme type s'il éxiste
une application biunivoque x de Q sur Q', de fagon que, si @ est une opéra-
tion #z—aire avec # = np, alors wy () est une opération z—-aire avec le méme
n =mng. Il s'ensuit que deux algtbres universelles du méme type peuvent
étre regardées comme des algébres universelles avec le méme systéme d’opé-
rations. Un sous-ensemble A de l'algébre universelle (G, Q) est dénommé
sous—algebre de (G, Q) si nous avons @142 - -, ® € A pour tout o € Q et pour
tous: a1, a2, - -,a,€ A. L’application univoque ¢: (G,Q)— (G',Q) est une appli-
cation homomorphe de (G, Q) en (G, Q) si, pour tout @ € Q et pour tous
ar,az,- -, a, €(G, D), nous avons: (a1 a2 - -a, ©) ¢ = (a1 ¢) (@2 9)- - -(a, ) .
Une algebre universelle (G, Q) sera dénommée Q-groupe si G est un groupe
(G, +) par rapport avec I'un des opérations de Q (qui sera noté avec +)
et si nous avons encore la propriété 00 - -0w = 0 pour tout @ € Q (o repré-
sentant 'élément nul du groupe (G, +)).

Un sous—ensemble I d'un Q-groupe (G, Q) sera dénommé idéal de
(G, Q), et il sera noté avec I1<q(G,Q), si I vérifie les deux propriétés suivan-
tes: @) I est un sous—groupe normal de (G, +); 4) pour tout 7 €I et pour
tous a1, a2, -, a,€(G, Q) les relations — (a1 a2 -a,) 0+ a1+ -a;1 (¢ + )

(*) Nella seduta dell’8 giugno 1968.

(1) Toutes les applications considérées dans ce travail seront regardées comme des
opérateurs a droite.
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a1 a, 0 €l (j=1,2, ., 7) subsistent pour tout o €Q. Un idéal quel-
conque d’'un Q-groupe (G, Q) est un sous—Q-groupe de (G, Q). La no-
tion de (-groupe, introduite par Higgins [1], représente une généralisation
commune des notions de groupe et d’anneau; et la notion d’idéal d’un
Q-groupe représente une généralisation commune des notions de sous-groupe
normal pour les groupes et d’idéal pour les anneaux. La décomposition d’un
Q-groupe (G, Q) par rapport avec un idéal (I, Q) de (G, Q) est définie
comme la décomposition du groupe (G, ++) par rapport avec le sous—groupe
normal (I, +4). Toutes les relations de congruences d’un Q-groupe (G, Q)
sont déterminées par les décompositions de (G, Q) par rapport avec les
idéaux de (G, Q). Il s’ensuit que nous pouvons construire les Q-groupes
Sacteurs (G, Q)[(1, Q) par rapport avec les idéaux (I, Q) de (G, Q).

Dans ce qui suit nous considérerons des algebres universelles du méme
type, ayant donc le méme domaine Q d’opérations. Une telle algébre (G, Q)
sera notée simplement par G.

Soient G, G’ et S trois algébres universelles du méme type. Nous con-
sidérons en chaque algébre universelle donnée un élément. évidencié, fix.
Ces élément seront notés avec 0,0’ et a. Soit I = §° I'ensemble des appli-
cations univoques « de G en §, et soit ' = §% I’ensemble des applications
univoques &’ de G’ en §. On note avec 0 €I et avec 0" €’ les applications
définies respectivement par les égalités: GO={a}, G’ 0’ = {a}. Généralement,
si X et Y sont deux algébres universelles avec le méme domaine d’opérations
et Ox représente un élément évidencié de X, alors le zoyau d’une application
univoque £ : Y— X sera défini a la maniere suivante: Ng = {y € Y ; £ = Ox }.
Nous observons que le noyeau N,, respectivement N, d’une application
o« €3 ou o €X' ne contient pas généralement I'élément o ou 0o’

Considérons maintenant une application univoque arbitraire ¢ de G en G'.
Nous faisons correspondre pour tout «' € ¥’ un o € ¥ unique, conformément
au diagramme commutatif

Cela signifie que
(1) o= g=*a,

ou le produit ¢« a’ des applications ¢ et o’ est défini au sens habituel.
Soit @* une application (univoque) de X' en W définie par I'égalité

2) o= o @* Vo' €.
¢

Ainsi il reste attaché & ¢ : G — G’ une application uniquement déterminée,
@* 1 3'— 3. On déduit immédiatement des égalités (1) et (2) que

(3) x (@ 9*) =xa=x(pxa) (Vxeh).
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Observation 1. — 11 résulte, en vertu des égalités (1) et (2), que § = @ % 8/,
donc que 6'¢* = 0. Il s’ensuit que 0’ € Ny (Vo* € 3630,

On peut introduire en ¥ respectivement en ¥’ un systéme d’opéra-
tions £ — en fonction des opérations définies en (§, Q) — & la maniére sui-
vante: Si @ € Q est une opération »—aire (z == 0) définie dans §, alors, dans
le cas d'un systeme ordonné quelconque d’éléments oy, a2, - -, o, €} re-
spectivement oy, a3, - -, o, €', on doit avoir

x (apoz - o, ©) = (xon) (xog)- - - (xa,) 0 (Vx €G)
ou respectivement
x (g oy, o) = (" o) w) & aw)o (Vr'e€eG).

Si o est une opération nullaire et on note avec @, 'élément évidencié de &
par l'opération w, alors I’élément évidencié de ¥ respectivement de ¥’ par o
soit I’élément «,, € I respectivement o, € ', pour lesquels nous avons Goy, = @,
respectivement G’ «, = 0, . Par ces définitions, I et I’ deviennent des alge-
bres universelles du méme type que (G, Q). Ces algébres umverselles (}C Q)
et (', Q) seront notées simplement avec ¥ et 3"

THEOREME 1. — L'application ¢* W —W est une application homo-
morphe de (', Q) en (3, Q).

Démonstration. — Soit @ une opération quelconque définie en I’ et
o1, %, -+, 0, Un systétme arbitraire d’éléments de ¥#'. En employant les

formules (3) et les définitions précédemment données pour les opérations
en #' et en X, on obtient pour tout x € G:

x [(ag og - o ) %] =2 [@x* oy ag- - -, 0] = (x¢) (01 g - -0, @) =
[(xp) aa] [(xp) %a] - - - [(x9) wu] @ =[x (¢ * )] [¥ (@ % x9)] - - - [ (p xet)] @ =
=[x (a ¢M)] [# (2 9] - - - [# (@ ¢M)] © = x [(01 ¢%) (22 9) - - - (o ¢*) ©].

Donc  (aj ag- - - o, ) @* = (o1 ¢%) (g %) - - - (o, ¢*) » et ainsi le théoréme
et démontré.
Considérons maintenant wwe équation

4) xQ = x',

ot &' un lément arbitrairement fixé de G'. Le probléme que nous voulons

résoudre ici est le suivant: quelles sont les conditions qui doivent étre satis-
faites par x' pour la résolubilité en x de I’équation (4) — c’est-a—dire pour
I'éxistence au moins d'un élément x € G, tel que xp ¢ = x'?

THEOREME 2. — Soiz @ une application univoque d’algébre universelle G
dans Ialgeébre universelle G' du méme type. L' équation (4) est vésoluble en x st
et seulement si
(5> x’e N N ol -

a' € NCP*
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Démonstration. — Supposons que 1'équation (4) est résoluble en x, donc
Péxistence d’un élément x = xp € G tel que %9 ¢ = x'. Alors nous avons, pour
tout élément a' € Ny« (c’est—a—dire pour tout élément o’ € ' qui satisfait la
condition o' ¢* = 0) : 2" «' = (x0-¢) &' = xo (¢ * &) = xo (&' ¢*) = 20 6 = 0. 1l
s’ensuit la validité de la relation (5). Donc la condition est nécessaire.

Supposons maintenant la validité de la condition (5) et supposons que
Pequation (4) n’est pas résoluble en x, c’est-a—dire que xo ¢ =&z’ (Va0 € G).
I1 s’ensuit que x'€ Go. Puisque X' contient toutes les applications univoques
de G’ en §, il s’ensuit I'éxistence d’éléments de ¥’ tels que leurs noyaux
est égal & Go. Soit o’ €3’ un tel élément: N, = Geo. Il s’ensuit que, pour
cet élément o' € X', nous avons la relation

(6) x' € Nal .

A

D’autre part, il résulte — conformément a I'égalité (3) et Go = Ny — que
(0 @¥) =x(p* o) = (x9) ' = 0 (V2 €G). Cela signifie que @' ¢* = 0, donc que

@) o' € N .

Nous avons ainsi construit un élément o' €U, satisfaisant aux condition (7)
et (6). Il résulte I'impossibilité de la relation (5). Donc la condition est aussi
suffisante.

Soient maintenant G , G’ ez § trois Q-groupes du méme type. Les notions
introduites dans le cas général seront utilisées dans leurs sens étendu avec
les suivantes exceptions: nous admettons que les éléments 0,0’ et o coin-
cident avec les éléments nuls des Q-groupes considérés et nous remplacons
I'ensemble X' avec l'ensemble ), de tous les homomorphismes o) :G'— 8.
(Nous observons que dans ce cas le noyau d'une application « €3 ne con-
tient pas généralement I’élément o € G, mais le noyau d’un o' €1} contient
toujours I'élément o’ € G).

Dans ce cas, laffirmation du théoréme 2 n’est pas valable par rapport
avec une algebre universelle § quelconque (du méme type que G et G').
Mais nous montrerons que, si ¢ satisfait une certaine propriété, alors il éxiste
un (-groupe § par rapport auquel la validité du théoréme 2 peut étre pré-
servée. Pour démontrer cette affirmation, nous introduisons pour la premiére
fois une notion — suggérée par la démonstration du théoréme 2.

Soient G et G’ deux Q-groupes donnés (du méme type), et soit ¢ une
application (univoque) de G en G’. Nous disons quun Q-groupe € a la
propriété @ si et seulement si: «) $ est du méme type que G et G'; B) pour
tout x'€Geg, il éxiste un élément o, € I}, (o) == 0") tel que x"€ Ng; et ;€ Nge.

LEMME 1. — Sodent G et G' deux Q-groupes du méme type. Si Papplication
univoque @ : G —G' a la propriété que Go est un ideal de G', alors il éxiste
un Q-groupe S avec la propriété ®.

Démonstration. — Considérons les Q-groupes facteurs G'[I’ par rapport
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de ces Q-groupes (J' dénote I'ensemble de tous les idéaux de G'). G admet
par construction la propriété o); mais il vérifie aussi la condition B). En effet,
soit x’ € Go. Puisque Ge¢ est un idéal de G', il éxiste un o) € ¥} (o, == 6")
tel que No; =Geo (a; est Papplication de G’ sur le component G'/G® du produit
direct considéré). D’autre part, en utilisant les relations (3) et Go = N, , nous
déduisons: x (a' ¢*) = x (¢ * a;) = (x¢) a; = 0. Ils’ensuit que &, p* = 0, donc
que a; € Ngx.

THEOREME 3. — Soit ¢ wune application univogque du Q-groupe G dans
le Q-groupe G' du méme type, pour laquelle Go est un idéal de G'. Alors
Déquation (4) est résoluble en x si et seulement si

(6) x'€e O Ng @

“”h € N(P*

on les oy, sont des applications homomorphes de G' dans un Q-—groupe S avec
la- propriété @.

Démonstration. — L’ existence du Q-groupe € avec la propriété @ est
assurée par le léemme 2. La résolubilité¢ en x de 1'équation (4) implique —
conformément au théoréme 2 — la validité de la relation (5). En vertu de
Iinclusion 3, C¥, il résulte la relation (6) (voir la note 2). Donc la condition
est nécessaire.

Supposons maintenant la validité de (6) et supposons que xo ¢ 4=’ (Vo €G),
donc que x'€ Go. Puisque § a la propriété @, il éxiste une application
o €30, (0, == 07), telle que 2'€ Ny et oj € Ngs. Il s’ensuit I'impossibilité de
la relation (6). Donc il éxiste au moins un xo€ G tel que xp@ = x', et ainsi
la condition est aussi suffisante.

Observation 2. — Si @ : G — G’ est une application homomorphe, alors —
en vertu de I'égalité (1) — @ = ¢+ o; est une application homomorphe de G
en §. Il résulte que dans ce cas le théroéme 3 devient valable si I'on rem-
place l'ensemble I avec l'ensemble I, de toutes les applications homo-
morphes o, G — &.

Nous considérons maintenant le suivant cas particulier: G ez G’ sont
deugx espaces linéaires définis sur le méme corps K. Le module (groupe addi-
tif). K+ de K peut étre regardé comme un espace linéaire défini sur le corps K
(donc comme un Q-groupe spécial du méme type que les Q-groupes spé-
ciaux G et G’). Le théoréme 3 est ¢videmment valable dans ce cas; mais
nous montrerons — pour nous nous raprocher a des conceptions classiques
de cette théorie — que, dans ce cas, méme K+ peut étre considéré comme un
espace linéaire § avec la propriété O.

(2) La condition (6) est plus faible que la (5), parceque ¥;C¥, d’oir il résulte que

OL/; € NCP* ol € N‘P*

N Ng 2 0O N
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LEMME 2. — Soient G et G' deux espaces linéaires définis sur le méme corps K
et soit Kt le module de K. Si ©:G —G' est une application homomorphe
(transformation linéaire), alors espace linéaire K+ défini sur K ala propriété ®.

Démonstration. — 11 faut démontrér que l'espace linéaire K+ vérifie la
propriété B). Soit x' un élément arbitraire de G’ pour lequel on ait x'€ Gegp.
Nous considerons le sous—espace linéaire Kx' = {£x’'; £2€ K} de G'. Soit Ly
le sous—espace linéaire de G’ engendré par les sous—espaces Go et Kz’
On démontre facilement que GpN Kz’ ={0'}. En effet, si y € GoN Kx' (y == 0),
alors y = £x' (£ € K), d’ott il résulte que 2’ = £ ' y € Go. 1l s’ensuit qu’un
élément quelconque z de Lo peut étre écrit d’une facon unique sous la forme
g=x9¢ + kx', o x0€ G, L €K.

Nous définissons maintenant une application fy: Lo — K+ par I'égalité

@) ofo=Fkky (Vz€L),

ol kg ==0 est un élément quelconque de K. L’application fy a les trois pro-
priétés suivantes:

@) fo est une application homomorphe de Lo en K+ En effet, la
représentation univoque de z dans la forme z = x9 ¢ + 4x' implique l'uni-
vocité de fo. Soient g; et 22 deux éléments quelconques de Lo : 2, =19 -+ A1 2/,
22 =120 + ko', ol x1,22€Go et f1, k2 € K. Il s’ensuit que (21 -+ 29) fo =
= [<JC] —I—x2> ] —]" (/él +k2> x’]fO = (kl-{-kz) /éo = /él,éo —}— éz éo =2‘1f0 + ZZfo . Soient
z et ¢ éléments quelconque de Ly ou respectivement de K. Alors nous avons:
(c2)fo =[c (xo @ + Ax)] fo =[(cx0) o+ (ch) #'] fo — (ch) bo = ¢ (Bho) =  (3fo).

b) x'e€ Ny, . En effet, ' = 1.2/, ol 1 désigne I'élément unité de K.
Il s’ensuit que x'fo = 1-Ay = Ay == 0.

¢) GpC Ny, . En effet, puisque tout élément z € Go peut étre écrit
sous la forme z = xp ¢ 4+ 0-x', nous avons zfp = o.

Nous montrons maintenant — en utilisant un raisonnement suggéré par
la démonstration du théoréme de Banach-Hahn concernant le prolongement
des fonctionnelles linéaires continues (voir par exemple [3]), qu’il éxiste un
prolongement f de fo qui a aussi les propriétés @), &) et o).

Si Lo = G', alors f = fo. Supposons donc que LoC G’ (Lo == G"). Soit z"'
un élément arbitraire de l’ensemble complémentaire G'\ Lo relativement a
G', et soit L1 le sous—espace linéaire de G’ engendré par Lo et Kx''. Puisque
LonKx" = {0'}, tout élément z € Ly peut étre représenté d'une fagon unique
sous la forme z = 20 4 £x'', ol 2 € Lo, £ € K. Définissons une application
f1:Li— K+ par egalité

® zgh==20fo (Vz€Lly).

En tenant compte du fait que fy possede les propriétés a), &), ¢), il s’ensuit —
en vertu de la définition (8) — que les propriétés a), 8) et ¢) sont valables aussi
pour fi, et nous avons encore: 2of1 = 20 /o (V20 € Lo). Il s’ensuit que fi est
un prolongement propre de fo & 'espace Li ayant les propriétés @) &) et ¢).
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Nous faisons correspondre a chaque prolongement propre f:L — K+
(LoCL) de Lo, qui vérifie les propriétés ), &) et ¢), le couple (f, L). Soit 9K
Pensemble de tous ces couples. Puisque (/1,L1) € 9, il s’ensuit que M == 7.
On introduit en 9 une relation de la maniére suivante:

(9) (f/’ Ll)g (fll , Ll/> == LIQLH et Zf/ j— 2f” <VZ GL/>.

On démontre sans difficulté que (91T, <) est un ensemble partiellement ordonné.
Considérons une chaine (sous—ensemble totalement ordonné) quelconque
{(f,,L,);vel} de oM (I estun ensemble d’indexes ordonné par rapport a
une relation, qui sera notée avec <). Puisque L, est un sous—espace de L,

si v <y, il s’ensuit que L =L, est un sous-espace de G’. Si z est un
vel

élément quelconque de L, alors il éxiste un index v €1 de facon que z€L,
(et z € L, pour tout g >v). Il en résulte qu'on peut définir une application
f: L— K+ par I'égalité,

(10) sf = zf, (Vzel),

o v est un index avec la propriété specifiée dans la derniére proposition.
On démontre sans difficulté que (f, L) € 9N et que (£, , L)< (f, L) pour tout
v € I. Donc (91T, <) vérifie la condition de maximalité pour les chaines définies
en (M ,<). Il s’ensuit, conformément au lémme du Zorn-Kuratowski, que
dans le cas d’'un élément quelconque de (9 ,<), donc aussi dans le cas
d’élément (fo , Lo), il éxiste un élément maximal (£, L) de (90 ,<) qui satis-
fait la relation (fo,Lo)< (f,L).

Nous démontrons maintenant que L =G’. En effet, soit L un sous—
espace propre de G'. Alors il est possible de construire un (#, L;) € (91, <)
— d’une maniere analogue a celle de la construction de (f1,L:) € (9N ,<) a
partir de (fo,Lo) — tel que (f,L)<(/,Li) et L==1;. Mais ceci contredit
la maximalité de (7, L).

Il s’ensuit que f = «; est une application de G en K+ ayant les proprié-
tés a), 6) et ¢). Nous observons que, en vertu de la propriété ¢) pour o,
il sensuit que x (&) ¢¥) = 2 (p* o) = (¥¢) 0, = 0’ (Vz € G), donc o) € Nye.
Il résulte que I'espace linéaire K+ satisfait la propriété B), donc il a la pro-
priété @.

En vertu du lemme 2 — en tenant compte du fait que I'image homomor-
phe d’un espace linéaire est un espace linéaire — le théoréme suivant est une
conséquence immediate du théoréme 3:

THEOREME 4. — Soient G et G' deux espaces linéaires définis sur le méme
corps K et soit ¢ une application homomorphe (transformation linéaire) de G
en G'. Alors lequation (4) est résoluble en x si et seulement si la condition (6)
est satisfaite, oi les a sont des applications homomorphes (transformations
linéaires) de G' dans Despace linéaire K+

Observation 3. — Soient V,,V, des espaces vectoriels respectivement
de diménsions 7 ,m. La résolubilité d’un systéme d’équations linéaires
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”n

¥ ayx%=10,({=1,2, -+,m) est équivalente A la résolubilité en X de
1

I'équation Xos = B, ot X = (21,22, -+, x,)€V,,B = (61,62, ---,8,)€V,,
et ¢a:V, >V, est la transformation linéaire déterminée par la matrice
A=(a)(E=1, - m;j=1, -, 7). Si 'on applique le théoréme 4 dans
ce cas particulier, on obtient le théoréme classique de Rouché rélativement
a la résolubilité des systémes d’équations linéaires.
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