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Algebra. — Quelques propriétés des relations difonctionnelles. 
Nota di Ion P u r d e a , presentata °  dal Socio B. S e g r e .

RIASSUNTO. ■— Si estendono alcune proprietà note delle applicazioni alle cosiddette 
relazioni difunzionali.

Riguet [2] a introduit la notion de relation difonctionnelle laquelle 
généralise celle d ’application et celle de relation d ’équivalence. V. V. W a
gner [3] l’appelle relation quasi-univoque.

DÉFINITION. — La relation R C A x B  est difonctionnelle si une des con
ditions suivantes et satisfaite:

1) R R R Ç R ,

2) R  (ai) n  R  (#2) 4= 0  R (ai) — R  (#2)*

D ans le mémoire cité auparavan t R iguet m ontre que, pour chaque 
relation difonctionnelle R, il existe une application bijective

fl. R (B) . R Aü . — ------ > — = r  »
R R  R R

nommée application canonique.
D ans ce qui suit on donne quelques propriétés nouvelles des relations 

difonctionnelles, qui sont bien connues dans le cas des applications.

T h é o r è m e  i . Soit R  C A x B  une relation difonctionnelle et

9 C A  X R (B) 

R1 R
9 Ç B X R (A) 

R R1

des applications partielles. S i
- i  - i

( 0  (a , R R (aij) e 9 «=> ( ô , q ) e R R ,

(2) (b , R R (bfj) e d <==> (b , b{) e R R ,

alors le diagramme

(3)

A
R

9 I
J
R(B)
- i
R R 0

► B

d

R (A) 

R R1

(*) Nella seduta dell’8 giugno 1968. 
(1) ^  est l’ensemble vide.
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est commutatif \ d  est—à—dire

(4) =  0cp.

- 1
Démonstration. -  Soit (a , R R  (b)) e ^R . Il en résulte l’existence d ’un 

élément b\ € B tel que

(5) (a , h )  e R

et

(6) (p i , R  R  (b)) e 4».

- 1  - 1
(2) et (6) donnent R  R (^i) =  R R (b); de (5) et la définition de 0 il résulte

(7) (R  R  (V) , R  R  (b)) e 0 .

De (1) et (5) nous avons

(8) ( a , R R ( * ) ) e 9>
- 1

et de (7) et (8): (a , R  R  (b)) e 0<p. Donc

(9) i|/R.Ç0<p.

- 1
Soit m aintenant (a , R  R (i))  e 0<p. Cela assure l’existence d ’une classe

R R ( Æl) e | ^
RR

telle que

( 10) ( « , R R («1)) e 9 

et

( h ) ( R R ( q ) , R R ® )  e 0 .

- 1
M ais R R  est une relation d ’équivalence partielle (sym m étrique et transi-

- 1  - 1  - 1

tive) et (1), (10) et (11) nous donnent (a , R R (â ))  e cp et ( R R (a), R R (£)) e 0.

Ceci entraîne, compte tenu de la définition de 0 : (a , b) e R  et (b, R R ( i ) ) e

Donc (a , R  R (bf) e t];R et

(12) 0<p ~  <J>R.

Conséquences :

1) De pr± ^ =  pr^ R  et de (4) il résulte

R =  ^ 0(p .(U )
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2) L a relation R Ç A X B est une relation Bifonctionnelle si et seu
lement s ’il y a deux applications partielles 9 C A x A '  et ^ Ç B x B '  et une 
bijection 0 Ç A ' x B '  telle que

R =  ^ 6cp .

-1 -1
E n effet, soit be<pdcp(a) et bE(pdcp(a1). Il existe donc a’ , d\ E A ' ; 

b' , b'i E B ' telles que

(a ,a ' )ecp  ; (a ' , b') e 6 ;
-1

(ax , ^i) 6 <p ; (^i ,.£i) e 0 ; , b) E <]; .

 ̂ Cela signifie que b' =  bx , car ÿ est une application partielle. Donc

0çp (<̂ ) =  ^ ( bf) =  ^09(^1)- La condition 2) de notre définition nous montre 
-1

m aintenant que <J; 6<p est une relation difonctionelle.
-1

3) Si R  Ç A x B  est une application, alors R R  =  AR(A), où AR(A) est 

la diagonale de R (A) X R (A), et est l’application d ’inclusion de R (A) 

dans B et R (B ) = A .  Dans ce cas le diagram m e (3) devient:

A
R

9

A 

R1 R 0

B

Ì

R (A)

-1
4) Si R C A x A  est une relation d ’équivalence alors R (A )= R ( A )= A , 

R R  =  R R  =  R , ^ =  9 ® — ^ A/R̂  » L  diagram m e (3) devient:

A

9

R

V  /
A
R

- A
/*

'- 1
9

Theoreme 2. -  Si R Ç A x - B  est une relation difonctionnelle et Q une
-1

relation d'équivalence partielle, telle que O C  R R  , p rQ  =  p rx R, alors il y  
a une application unique

0 . R(B) R (A)
RR1Q
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et le diagramme

(h )

A
R

9'

R(B)

0

-► B

R (A) 

RR1

est commutatif \ où f i  est défini de la manière suivante'.

(15) f i  , Q (afi) E <p <==> (a , a fi E Q .
-1

Démonstration. -  Soit 6 : -> - l’application telle que
Q R R

(16) (Q (a) , R  R1 (b)) e 0 «==> (R R  (a) , R R ^ ) )  e 6
- 1

oii 0 est la bijection canonique de la difonctionnelle R. Soit (a , R R (é ))  € 69'.
— 1

Cela signifie q u ’il existe une classe Q(ax) e telle que

( r 7) («1, Q(ai)j  e 9 '

et

(18) (Q (« i), R R ( i ) ) e ë .
- 1  _

De (I 5)> 0  7) et ( r 8) il résulte (Q (a) , R R (b)') e 0 et ensuite, com pte tenu 

de (16), on a (R R (a )  , R R ( i) )  e 0. Donc

(19) ( â , i ) e R .
- i  - 1

D e (2) et (19) il résulte (b , R R {b)) e <ji, et de (19) (a , R  R (b)) e t^R. Donc

(20) 69' Ç ipR .
1

Soit m aintenant (a , R R (b)) e cpR. Cela assure l’existence d ’un b e  B tel que

(21) . 0 , J ) e R

et

(22) (b,  R R  (b)) e «J,.
- î - i

(21) et (22) donnent (R  R (a) , R R ® )  e 0. D ’ici et de (16) il résulte 

(Q(S) , R R ( b ) )  e 0 ; donc, tenant compte de (a , Q (a)) e 9 ', nous avons 

(a , R R ( i) )  e ©9', c’est-à -d ire

(23) 4*R c  09'.

(20) et (23) assurent la com m utativité du diagram m e (14).
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Démonstrons l’unicité. Soit

Ö i: R(B) R (A)

R R
une autre application, telle que

(24) 01 <p' =  <j;R .
-1

Cela signifie que (a , R  R (3)) € 0i <p'. Compte tenu de (24) il résulte
-1

l’existence d ’un ^ e B  tel que (a , b±) e R  et (bi , R R (£ )) e c’est-à -d ire  

( a , £ ) e . R  et ( R R ( a ) , R R ( i ) )  € 0. Il résulte que (Q (a) , R  R  (J)) € 0, donc 

f  =  ë i .

Conséquences'.
1) Soit R C A x B  une application. Alors le diagram m e (14) devient:

R
A

A/Q

B 

R (A)

où ^ est l’application d ’inclusion de l’ensemble R (A) dans B.

2) Si R  C A x A  est une relation d ’équivalence alors le diagram m e (14)
devient

A -

9

A/Q

R
A

A/R

- l
3) Si P Ç B  X B est une relation d ’équivalence telle que P C R R, 

p r  P =  pr% R, alors il y a une application unique

R (A)■0': R(B) 

R1 R

tel que le diagram m e
— 1 
R

R(B) 

R1 R

-> B 

R (A)

est com m utatif, où ij/ est défini de la même m anière que 9'.
-1

Si R  C A x B  est une relation difonctionnelle, alors R  C B x A  est aussi 
une relation difonctionnelle. Donc notre observation résulte du théorèm e 2.
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THÉORÈME 3. — S i  R C A x B  est une relation difonctionnelles alors il y
-1 -1

a un isomorphisme F  entre le treillis E (R (B ) , R R ) des relations d ’équiva-
1 1   J

lence de R  (B) qui contiennent R R  et le treillis E (R (A) , R R ) des relations
— 1 “ I 1

d ’équivalence qui contiennent R R . Soit Q e E (R (B) , R  R). I l  existe une

bijection 0X :  > qui définit une relation difonctionnelle R C A x B

— “ A  _  r i
telle que R C R ,  R R =  Q , R -R — F(Q).

Démonstration. — Soit

6 : R ( B )

R R

R (A) 

RR1

l’application canonique de la relation difonctionnelle R et I un  esemble de
— 1

même puissance que les ensembles R ';B; et R A* . Indexons bijectivem ent 
les ensemble R R  R R

R(B) R (A)
-1 5 -1
RR R R

par I, de la m anière suivante:

R ( BiSi (A,-)^e i sont les éléments v ' ,, alors B,- =  0 (A,), i  e I sont les élé
R (A) RR 

m ents de — —- . Nous avons
R R

-1
R (B) =  u  A i , n  A,- =  0 si ti i2,

te i

R (A) =  u  B2- , B^ n  B,-. =  0 si t\ = t  i%.
2 g 1 

- i  - i
Soit Q e E ( R ( B ) , R R )  et A, ( j e  J) les éléments de R (B )/Q . Nous 

avons

R (B) =  U Ay ,
J e  J

- i
R R C Q donne A j  =  u  A*, où

i . (=■ T . J

An n  Ay2 =  0  si j \  =  y2 ;

Ij C I , j  e J . Les sousensembles

By =  U B,- , j e ]
A G I • J

de l’ensemble R  (A) constituent une décomposition en classes disjointes de 
R  (A), c’est-à -d ire

R  (A) — U  By , n  By2 = 0  si j i  =  j 2 . 
ye j(25)



72Ó Lincei -  Rend. Se. fis. mat. e nat. -  Vol. XLIV -  giugno 1968 [368]

Soit F(Q) la relation d ’équivalence définie par (25). L ’application

F : E (R (B ) , R R ) -> E (R (A ) , R R ) est injective. E n effet, si F(Qi) — F(Q2),
alors les deux décompositions définies, de Qi et Q2, sont égales; donc Qi = Q 2.

— -1
L ’application F est surjective. En effet, si Q e E (R(A) , R R), alors

R (A) __ /-R \— (By)ye J,

où By .=  U Be., j e  J et Q est une relation d ’équivalence définie par la 
V G lJ

décomposition . Ay =  U A,-. , j e  J, alors F(Q) =  Q. Donc F  est une appli-
z'-G I- J. .. . J Jcation bijective.

Soit Qi , Q2 e E (R (B) , R R ) , Çfi C Q2. De la définition de F  il résulte 
F(Qi) C F(Q2). Réciproquem ent, de F(Qi) C F(Q2). il résulte Qi Ç Q 2 .

Les résultats obtenus nous m ontrent que E est une application isomorphe

du treillis C (R(B)-, R R ) sur le treillis E (R (A ) , R R ) .
-1 ,

g. R (B) =  (Ay)yej , =  (By)yej , alors l’application 0i (Ay) =  By
est bijective. L a relation

R ±= y  A, X By
j e  J

- i _  _  -1
est une difonctionnelle pour laquelle R Ç R , R R  =  Q et R R  =  F(Q). 

Conséquences'.
-1

1) Si R C A  X B est une application, alors R. R. — et F est un

isomorphisme pour les treillis E (A , R R) et E (R (A)) de toutes les rela
tions d ’équivalence de A.

2) Si R C A x A  est une relation d ’équivalence, alors F  devient l’iso- 
m orphism e identique du treillis E (A) des relations déquivalence de A.

3) On peut définir aussi l’application 0i de la m anière suivante:

01 (Q(«)) =  (F (Q ))(3) > 

si et seulement s’il existe un a! eQ(a)  et un  b' e (F(Q)) (ff) tels que

0 (R R (« ') )  =  R r V ) -

B ib l io g r a p h ie .
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