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Algebra. — Quelques propriétés des welations difonctionnelles.
Nota di Ion PurDEa, presentata ® dal Socio B. SEGRE.

RIASSUNTO. — Si estendono alcune proprietd note delle applicazioni alle cosiddette
relazioni difunzionali.

Riguet [2] a introduit la notion de relation difonctionnelle laquelle
généralise celle d’application et celle de relation d’équivalence. V. V. Wa-
gner [3] Pl'appelle relation quasi—univoque.

DEFINITION. — La relation R CAXB est difonctionnelle si une des con-
ditions suivantes et satisfaite:
-1
1) RRRCR,
2) R(a) N R(ag)=E2 Ve=R(a) =R (a).
Dans le mémoire cité auparavant Riguet montre que, pour chaque
relation difonctionnelle R, il existe une application bijective
—1
g. R(MB)  R@A

T =1 -1
RR R R

—

nommée application canonique.
Dans ce qui suit on donne quelques propriétés nouvelles des relations
difonctionnelles, qui sont bien connues dans le cas des applications.
THEOREME 1. — Soi¢ R CAXB une relation difonctionnelle et

—1

9CAx =B ocpx RO
R R R R
des applications partielles. Si
-1 -1
(1) (2, RR(a) €0 &= (a,al)ERR,
-1 -1
(2) b6, RR() €Y &= (6,84)€RR,
alors le diagramme
R
A - B
CP‘ ¢
() R 4
R(B) R(A)
-1 0 —1
RR RR

(*) Nella seduta dell’8 giugno 1968.
(1) ® est ’ensemble vide.
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est commutatif, ¢ est—a—dire

) JR = 0.

-1
Démonstration. — Soit (@, R R (&) € YR. Il en résulte l'existence d’un
élément 61 € B tel que

(%) (@,b0)€R
et
(6) (b1, Ril(b)) €.

(2) et (6) donnent R R(6) — R R (8); de (5) et la définition de 0 il résulte
o) (RR(2), RR() €.

De (1) et (5) nous avons

® (@, RR@) €,

ot de (7) et (8): (a, RR(8)) € fp. Donc

9) JR C 0o.

—1
Soit maintenant (2, R R(#)) € 0p. Cela assure l’existence d’une classe

RR(z)e R R<B)
RR
telle que
(10) (@, RR(@) € ¢
et
(11) (RR(a), RR(4) € 0.

-1
Mais RR est une relation d’ equlvalence partielle (symmétrique et transi-
-1

‘tive) et (1), (10) et (11) nous donnent (a, RR(a)) €¢ et (RR(2), RR(é))E 0.
Ceci entralne, compte tenu de la définition de 6: (2,0) €R et (4, RR(&)) € {.
Donc (a, RR(&)) €JR et
(12) B = ¢R.

Conséquences:

1) De pry§ = pry R et de (4) il résulte

(13) R = § 6.
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2) La relation R CAXB est une relation difonctionnelle si et seu-
lement s’il y a deux applications partielles ¢ CAXA’ et ¢ C BX B’ et une
bijection 6§ C A’X B’ telle que

-1
R = { 0.
-1 -1
En effet, soit 6€0p(a) et b€dbp(a;). Il existe donc a',a) €A’;
b', by € B' telles que

-1

(@,a €@ ; (a',6)€b ;5 (4,6)€;

-1

(ar,a)€e ; (di,8))€b 5 (61,6 €d.
Cela signifie que 6" =61, car § est une application partielle. Donc

-1
¢9<p (@) =4 () = q)eq; (@1). La condition 2) de notre définition nous montre

maintenant que yﬂcp est une relation difonctionelle.
-1
3) Si R CAXB est une application, alors RR = Agray, ol Aggay est
~1
la diagonale de R (A)XR (A), et ¢ est lapplication d’inclusion de R (A)
—1
dans B et R(B) = A. Dans ce cas le diagramme (3) devient:

R
A———>8

A—1

-1
4) Si RCA XA est une relation d’équivalence alors R(A) =R(A) =
-1 -1
RR=RR =R, ¢=0¢ et 0= AA/Ril’ et la diagramme (3) devient:

A—R A
AN A
cp\\ //51
A
R

THEOREME 2. — S7 R CAXB est une relation difonctionnelle et Q une

~1
relation d’équivalence particlle, telle que QC RR, prQ = pr R, alors il y
a une application unigue

—1

5. R®) R (A)

—1
Q RR
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et le diagramme
R
A——>38

oy ¢y
(14) v v
—1
R(B) R(A)
Q % RR

est commutatif, on @' est défini de la maniéve suivante:

(15) (@, Q) €' == (a,m)€Q.
—1
Démonstration. — Soit : S8 R(‘_AE Papplication telle que
Q RR
—1 _ —1 ~1
(16) Q(a),RR(%)€b «= (RR(a), RR()) €

—1 _
ou 0 est la bijection canonique de la difonctionnelle R. Soit (@, R R (6)) € O¢'.
—1

Cela éigniﬁe qu’il existe une classe Q(a;) € RB) telle que

Q
a7 (@, Q@) €9
et
(18) (Q(a), RR(8) € 0.

De (135), (17) et (18) il resulte Q(a), RR(&)) € 0 et ensuite, compte tenu
de (16), on a (RR(a) RR(é)) € 6. Donc

(19) (@,8) €R.
De (2) et (19) il résulte (4, RE(&)) €y, et de (19) (a, R_Rl(é)) e yR. Donc

(20) 09’ C YR.

Soit maintenant (@, Rf(l(é)) € JR. Cela assure 'existence d’un 4 € B tel que
(21) (¢,6)eR

et

(22) @,R il (6)) € 4.

-1 ~1

(21) et (22) donnent (RR(2), RR(4)€0. D'ici et de (16) il résulte
(o) ¢ a) RR(b)) € B; donc, tenant compte de (z,Q(2) € ¢/, nous avons
(a, RR(b)) € 0o’, c'est-a—dire

(23) YR C By’

(20) et (23) assurent la commutativité du diagramme (14).
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Démonstrons 'unicité. Soit

—1
5. RB) R (A)

—1
Q RR
une autre application, telle que

(24) Bio’ = R.

-1 -
Cela signifie que (¢, RR (%)) € 61 ¢’. Compte tenu de (24) il résulte
I'existence d'un éleB tel que (¢,6) €R et (61, RR(&)) € q; c’est—a—dire

(a,b)€eR et (RR(a) RR (6)) € 6. Il résulte que (Q(a), RR(&)) €0, donc
6= 6.

Conségquences:

1) Soit R C AXB une application. Alors le diagramme (14) devient:

-1
ol ¢ est l'application d’inclusion de 'ensemble R (A) dans B.

2) Si R CA XA est une relation d’équivalence alors le diagramme (14)
devient

A/Q —— A/R
]

~1
3) Si P CBXB est une relation d’équivalence telle que P CRR,
pr P = pry R, alors il y a une application unique

—1

g RA) R(B)
C —
RR
tel que le diagramme
—1
A — B
P ¢
Y ¥
R (B) R(A)
rRr 0 T

est commutatif, ot ¢’ est défini de la méme maniére que cp

Si R CAXB est une relation difonctionnelle, alors R C BxA est aussi
une relation difonctionnelle. Donc notre observation résulte du théoréme 2.
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THEOREME 3. — S7 R CAXB est une 7’elatwn difonctionnelle, alors il y
a un zsomorplzzsme F entre le z‘rezllzs E (R B), RR) des re/atzom 4’ équiva-
lence de R(B) qui contiennent RR et le treillis E (R (A) RR) des relations

d’équivalence qm contiennent RR Soit Qe E (R (B), RR) 1l existe une

bijection 0 : %ﬂ — l;fé))

-1 ~1
telle gue R CR, RR =Q, R-R = F(Q).

qui définit une relation difonctionnelle R CAx B

Démonstration. — Soit

g. R(B) R(A)
MY -1
RR RR

I'application canonique de la relation difonctionnelle R et I un esemble de
-1

X . B
méme puissance que les ensembles }i(l ) et (A> . Indexons b13ect1vement
les ensemble RR. RR
—1
R(B) R(A)
—1 ) —1
RR RR
par I, de la maniére suivante:
—1
Si (A)ier sont les éléments <20 alors B; = 0(A,), 7€ sont les &lé-
R(A ) RR

ments de . Nous avons

RR
-1
R(B) = U Ai , Aiz (@) AA.,'2 =0 si 71 :iz Z.z,
i€l

R(A)= UB, , B.NB;

i = & si s1==7s.
el

-1 -1
Soit Q €E(R(B),RR) et A, (j€J) les éléments de R(B)/Q. Nous

avons

-1
R <B> = UJAJ ) Ajl m A]’z =g Si jl :]2’
j €

-1
RRCQ donne A, = UA ou I; C I, je]J. Les sousensembles
el.

] 7

Bj: U B{., ]EJ
er;
de lfensemble R(A) constituent une décomposition en classes disjointes de
R (A) c’est—a—dire

(25) RA)=UB;, , B,NnB,=9 si fL=j2.

J€]
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501t F(Q) la- relation dequwalence définie par (235). L’application

F:E \R (B), RR) - ERA), RR) est injective. En effet, si F(Q1) = F(Qy),
alors les deux décompositions définies, de Q1 et Qq, sont égales; donc Qi = Qs.

_ -1
L’application F est surjective. En effet, si Q € E(R(A), RR), alors
= Byer,

ot B, = é)l Bi, 7€] et Q est une relation d’équivalence définie par la
75T

décomposition A; = U A, , 7 €], alors F(Q) = Q. Donc F est une appli-
el

cation bijective.

-1 -1
Soit Q1,Q:€ E(R(B), RR), Q1 CQs. De la définition de F il résulte
F(Q1) C F(Qg). Réciproquement, de F(Q1) C F(Qq) il résulte Q1 C Q.
Les resultats obtenus nous montrent que E est une application isomorphe
du trellhs C (R B), RR) sur le treillis E (R(A), RR)

R( R(A)

Si =A)er, O, = (B))jey, alors Papplication 01 (A)) = B,

est bijective. La relation

R=UA Bj
J€]J

—1 —
est une difonctionnelle pour laquelle R CR, RR=0Q et R F(Q).
Conséquences:
‘ -1
1) Si R CAXB est une application, alors RR = Ag, et F est un
-1

isomorphisme pour les treillis E(A, RR) et E (R (A)) de toutes les rela-
tions d’équivalence de A.

2) Si R CAXA est une relation d’équivalence, alors F devient I'iso-
morphisme identique du treillis E (A) des relations déquivalence de A.

3) On peut définir aussi P'application 6; de la maniere suivante:

01 Q@) = FQ) @),

si et seulement s’il existe un 2’ € Q(a) et un &' € (F(Q)) (4) tels que

6 (RR (a)) — RR (5.
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