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RENDICONTI
DELLE SEDUTE

DELLA ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

Classe di Scienze fìsiche, matematiche e naturali

Seduta del 2 0  giugno i g 6 8  

Presiede il  Presidente Beniamino S egre

SEZIONE I
(Matematica, meccanica, astronomia, geodesia e geofisica)

Analisi matematica. — Programmazione dei calcoli con calco
latrici elettroniche per le soluzioni d i una classe di sistemi polivi- 
branti. -  I. Determinazione delle funzioni d i Green spettanti ai pro
blemi a l contorno polivibranti. Nota (,) di D emetrio Mangeron (1)> <2) 
e M ehmet Namik Oguztöreli (3), p resen ta tar,) dal Socio M. Picone.

Summary. — Determination of Green’s function pertaining to certain boundary value 
problems for polyvibrating equations is accomplished and some of their properties have 
been studied.

I. Si deve a M auro Picone un teorem a fondam entale che sottolinea la 
portata della nozione di derivata totale [i]

dxi dx% • • • dxm

di una funzione f  (xx , x 2 , • • •, x m), da Lui introdotta.
Per un num ero qualunque m  di dimensioni, questo teorem a si enuncia 

come segue:
Teorema I (di Picone). Ad una funzione f ( x x , jr2 , • • •, x m) da definirsi in 

un iperparallelepipedo
P {ai < x i < b i i i =  i , 2 , • • •, m }
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si possono arbitrariamente assegnare i suoi valori sui 2m vertici dell'iperparalle
lepipedo, le sue derivate totali seconde su tutte le porzioni di varietà lineari che 
ne costituiscono la frontiera, cominciando dalle 2 m~ 1 C Ì « rette», passando poi 
nel caso generale alle 2m~l Gm varietà lineari V2 ad i dimensioni e terminando 
coi 2 m iper piani, facce di esso e la derivata seconda totale nell' interno del- 
Viperparallelepipedo, in seguito a che essa riesce determinata e data dalla 
formula'.

co /=f'a*"a” n &—*,•) + P i ~  *i)-

(4 -1 —  Xi-i) (x- —  a,) (bi+! —  x i+1) • ■ ■ (bm — x m)
m m

+  2  2  f “1“2 Ì' a,'+1' ' '7 ! 'V '/ r 1 ■ -am f a  ---X ] )  . . .
1=1 y=i 

i<j

(pi-] — (ir,— a,.) (£,-+1— *,-+0 - • • (6y- i  —  x j-ì) (xj —« aj) (pJ+l —  xJ+1) ■ ■
m

(4* — xm) + • • • + /  1 2 m f i  (ir,- — aì)

+ ,  2  n  (Pi -  *o g  , 50 (so  d 5x
' !==2 J m

' al
m

+  2 ( *a— (4-1  — ir,--0 («,- —  *,-) (4 +i —  x i+l) ■ ■ ■
i— 2 -

e«. -  « , ) j  g  (* , ,  5l) K . s X Z X  d5>

*1-,
m r  b b b-v • • • + n (*,• - «0 G(xlt 5o (5o d̂z = 2 ./ 2 3 »*

+  • • • +  E  ](h — *ì)l :- • • G(xa , 5a)- • -G (*„,  U  •••,*„) ( J  J
a2 am

2 m

x / ^  (52 , 53 »• • •» £*) d 52 d53-- -d5m +  (*x —  «0  I • • - j  G (x2 , 52)- • •

1 W

G ( ^ , 5J / l ; ( ^ ^ 3 , - - - , U d 52^ 3- - - d 5» + j -  - - J G ( ^ , 5 0 -
ÖL <2

G ( * „ , 5» ) / "  (5i , 5a , • • -, U  d5i d52- • -d5* .
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ove G (x{ , G; designa la funzione d'influenza (di G reen-B urkhard t)

G ( G , y

__ Qj) d’j bl)
bi — aì

_  (xj — ai) {li — bj)
bi — cii

per  <  X; , 

per I; >  %i,

mentre con f a y “i a2' • ■a» -i4,-°>+r■ y  =  1 ) 2 , ■ • •, ni) , ■ ■ ■, f ld ï " bm si
sono denotati 1 valori della funzione f  nei vertici dell' iperparallelepipedo, con

a 0  ß q  * * * ^  a 0  • • • ( z  * -j 3 ■ e t  * 1 1 • • • c z  _  . .  _ , , ,

f  ^  f  x1 xW xi - \ xixi+ V xm ^  (2 =  1 ’ 2 , • • • , W) , • • • , / X2Xg...Xm (*ì)
i valori della derivata seconda totale rispettivamente sulle 2m~ 1 « rette » 
x% — a2 j * * • j x m am , x 2 a2 , • • •, xm_\ =  am_ \ , =: bm ; • • • 5 #2 b2 5 ^3

^3 > ’ * * » yD« ? ' * * > (-̂ 2 > -̂ 3 > ' ’ ' > -̂ y») ? 0^2 j -̂ 3 ? ’ ’ ’ > *̂») designe
remo le derivate seconde totali delle due funzion i di x 2 , x s , • • •, x m alle quali la f  
si riduce sulle due facce di P, rispettivamente di equazioni x ± =  ax , x ± =  bL , • • • ; 
con f ” si è notata la derivata seconda totale di f  nelVinterno di Y e i termini 
delle sommatorie si ottengono, da quelle descritte, operandovi le sostituzioni 
circolari (xx , *2 , • • •, x m) , , £2 , • • *, £«)•

2. In  una serie di lavori anteriori propri ' [2]-[5], continuati anche da 
vari altri scienziati [6]—[12], abbiam o form ulato per la prim a volta e studiato 
applicandovi vari m etodi problem i di analisi spettrale e variazionale, di p ro
gram m azione dinam ica e di disuguaglianze differenziali concernenti certe 
classi di equazioni funzionali lineari e non lineari, caratterizzati dalla p re
senza degli operatori alle derivate totali nel senso di Picone [13] almeno nei 
term ini d ’ordine superiore. Si è proseguito poscia allo studio di altre estensioni 
introducendo nei sistemi considerati anche i term ini contenenti operatori 
ereditari ed argom enti ritarda ti [14]-[16].

In  ciò che segue esporrem o un algoritmo di costruzione delle funzioni 
di influenza (di Green) spettanti alla classe di problem i al contorno per le 
equazioni polivibranti <4>, di cui il prototipo è dato dal sistem a alle derivate 
totali

( 2)
d2m U (x± , X2 , • > Xm)

dx± dX2 * * * dxm — A (x± , x 2 , • • •, x m) u (x1 , x 2 , ■ 

F (X! , x 2 , x„),

Xm)

(3)
^  (^1 ? x 2 , • * * , x f)  u (â , , &2 j * * * j x f)  . . .  K, Çx-̂ , x 2, • • •, xm„_\, am) —O, 

( u ' \ =h =  { u '\2=h =  • • • =  =  o,

u
r\m0 U

dX\ dX2 • • • c>Xm P =  i ,2  ■ - , m } .

(4) Vari autori hanno chiamato le equazioni poli vibranti «equazioni di Mangeron» 
[i7]-[2o]. Denominazione completamente adatta, utilizzata da noi di solito, è di «equazioni 
alle derivate totali nel senso di Picone ».
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H anno luogo i seguenti teoremi <5>.

T eo rem a  II. NelVipotesi dell'esistenza e dell'unicità della soluzione del 
problema (2), (3), tale soluzione può essere rappresentata sotto la form a

(4) u(x i , x 2ì - ■ - , xm) =

*1 v
j -  ■ • ' J g O ì  ,*2 ,• • •, ; Si , , ■ ■ -, l m) F (S i, £2 ,• • - , l m) d£r  ■ -àlm,

a. a1 m

ove G (x1 , x 2 , • • •, x m ; > * * ' » £»*) è la funzione d'influenza (di Green)
che soddisfa rispetto alle variabili , x 2 , • • ■, x m Vequazione omogenea

Gn -_.AG _ O G"    ̂ G (xi , x% , ' ' ’ , x m \ , £2 ? • • • , %sm)
dx\dx\.^dxl

X l  > X 2 ^  > ■ * * > X m Qtn

e le condizioni al contorno

G (xx , *2 , • • •, * ,-_i, d i , x i+1, • • •, , £2 > • * • > 5«) =  o,
(6) (i = 1  , 2 ,• • - , m)

G (X\ , x% ? ■ * * » X{—\ , bi ) * * * j x m ) j ^2 , 1 "  j

essendovi continua nel dominio iperparallelepipedico P, allorché la sua derivata 
totale d i primo ordine G 7 subisce una discontinuità per x i =  ^  (i =  1 , 2 , • • •, m) 
espressa dalla relazione che ne contiene 2“ termini e si ottiene per ricorrenza 
come segue.

L a relazione di discontinuità cui soddisfa la G 7 (xm- i  , x m ; \ m- \  , %m) nel 
caso del problem a bidimensionale è

(7) G ' a ~ _ ! , £  ; , Ç*) +  G ' (Ç + -!, H  ; S*-i , &,)

—  G ' (Ç+-1, &  ; S— i , k )  —  G ' (Ç -_ !, Ç+ ; L ,- i  , U)  =  I .

Form iam o da ogni successione di ambi prelevata di cui sopra dai prim i 
gruppi di variabili e cioè da ogni successione

( f s m - l  ) \ m )  » T" ( f m -1 , — (£ . !£) ■(& C )

successioni di aggiungendovi nelle parentesi contenenti ognuno degli 
am bi, al prim o posto, successivamente, Ç“_2 e poi ^ _ 2 e conservando i segni

(5) Sviluppi algoritmici e vari esempi di calcolo saranno pubblicati in una serie di Note 
sulle pagine del Bollettino deWIstituto Politecnico di Iasi.
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scritti davanti. Si ottengono le successioni di terne

(8) T" (S222 —2 > S222 — 1 y S222) y1 ~~b (S222—2 j S222—1 j S222) ?

+  (S“- 2 , S ì- i> Sì) ,, +  (SÌ-2 , SÌ-1 , S ì),

(S222—2 ) S222—1 j S222) 31 ' (S222 —2 y S222 —1 ) S222) J

(S222 — 2 > S222 —1 > Sz2z) 3' ' (S222—2 j Sz22 —1 ) Sz2z)

e quindi la relazione di variazione cui soddisfa la derivata totale prim a della 
G , G ' (xm- 2  > xm-1, x m ; \m- 2 > 1, S*) nelle vicinanze del punto xm̂  =  Çw_2,
x m  —  1 —  1 y  X m  S22Z •

(9 ) ^  (Sz2z —2 ? S22Z — 1 ) Sz2z j \m — 2 j S222 —1 > Sz2z)

—b  G  ( S 2 2 2  — 2  y  —  1  y  y  \ > m — 2  > S z 2 z — 1  > S 2 2 2 )

+  G ;  ( Ç w _ 2 ,  S Ì - i ,  S Ì  ; L - 2  > ,  ̂ m )

+  G ' (SÌ-2 , SÌ-1 , S ì ; ^ - 2  , l m- l  y Sz2z)

G  ( S 2 2 2  —2 j  Sz22  —  1 y  S222 y S22Z—2 > S z2z —1 > S z z z )

G  ( S 2 2 Z —  2 j  S22Z —1 y  j S z 2 z—2 y S z z z—1 j S 2 2 2 )

—  G ' (S^-2 , S«-ì , SÌ ; 2̂22-2 , S22Z-I , Ç222)

—  G '  ( S ì - 2 ,  S * - i ,  S Ì  ; S 2 2 2 - 2 ,  S 2 2 2 - 1 ,  S 2 2 2 )  =  —  I

e così via, il segno del secondo m em bro essendovi dato dal (— i)*.

Teorema III. La funzione di influenza (di Green) corrispondente al pro
blema (2), (3) può essere rappresentata tramite la form ula

( 10) AG (xx , x 2 , • • •, x m ; S i , S2 , • • *, S222) =

( -  ï ) mh  (S i , Sa A - i  ( S i , Sa • - , S*)-

h* (x i > *2 2 ' • • , *m) ki+l (S i , S2 2 • • * , S222) • • • V  (S i , Sa > • • • > S222),

ÖZ/2 .sv è posto

(2222 — 1 2 W \n — n
2 - 1  ?- = 2 w “ 1 + l /

hi-1 {h  , u  A + i &  .S a  ,• • -, U -  • • v  (S i > > • • •, D

£ <9Ẑ  funzion i hi (xx , x 2 , - • -, x m) soddisfano nei domini parallelepipedici 
aperti che se ne deducono scrivendo, rispettivamente, 6>£?Z2 EJ", figurante
nelVespressione della G' situata al posto i della sua relazione di variazione, 
dedotta per ricorrenza con la regola di cui sopra dalla (9), aj <  Xj <  L ,
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^ k < xk< bk, i seguenti sistemi polivibranti cristallizzati nei problemi ai lim iti 

( hi —  A hx — o ,

(I2 i) < »1 , * 2  >' ’ y  x i—1 > ) Xì + 1 ) ’ • •>*»)  =  0

( »1 (*x >x 2> > ' y x i—1 > ai > x i+l ì * '• •. Xm) =  I

i h^m _ 1 Pfhcgn_ 1 =  o ,

(I22„_-l) \ hç̂ n __ 1 (x 1 , ^ 2 ) ' '

i h f̂n_ \ (X , X% j * *

* y y y ^i+l y ‘ > x„) = I ,
(>■=i , 2, • • - ym)

■, * i- i  , «,•, x i+1 , • • ■» x m) = °  ;

- i +i =  0 ,

1 h^m_\ +1 (X\ , X2 , • * y x i—1 y y x i+l y * ■,Xm) = 0, 0 ' = I , 2 , -  • •,m — i)

( I22’m_1 ( h2m-l +1 (X\ , ^2 t ' ‘ > x i — 1 y y x i+l y ' ’ ) x m) G ( Ì = l , 2 y- ■ ■, m— 1}

I ^2w~ 14- 1 > X 2 ) y X m — 1 > ^ m) I j

\ ^2m—1-fi (X 1 y x 2 ) * y Xm — 1 ) ^m) G ,

e cosi vta.
Non insisterem o costì su certe proprietà di sim m etria delle funzioni di 

Green. Proseguirem o con altre generalizzazioni in previsione di abbordare 
poi la program m azione dei calcoli tram ite l’uso delle calcolatrici elettroniche.
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