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Fisica matematica. — Construction de solutions radiatives appro
chées des équations d'Einstein. Nota di Y v o n n e  C h o q u e t —B r u h a t , 
presentatan dal Corrisp. C. C a t t a n e o .

R iassunto. — Mediante un’estensione del metodo W.K.B. si costruisce una soluzione 
radiativa approssimata delle equazioni di Einstein, somma di una metrica di base e di una 
perturbazione rapidamente oscillante.

i. D é f in it io n s . -  Nous nous proposons de construire une solution 
radiative, approchée, des équations d ’Einstein sous la forme

(0  ga$ (x  J W(p) — <£aß (%) +  (x ,.C0<p)

où x  désigne un point de l’espace temps V4, 9 une fonction num érique sur V4 
(la phase), co un param ètre num érique réel (la fréquence), qui sera considéré 
comme l’infiniment grand principal des approxim ations. J aß (x) est une m é
trique hyperbolique norm ale sur V4, quelconque a priori, dite m étrique de 
base; haj3 (x , C09) est une perturbation rapidem ent oscillatoire de la m étrique

de base: g aß (x) , haß (x  , C09) et leurs dérivées partielles d ’ordre <  2 par rap 
port à leurs argum ents x x et C09 seront petites par rapport à co. Par com
modité on cherchera ha$ sous la forme:

1 J 2
(2) Kp (X , «<?) =  Saß (X , W<p) +  — g ap (X, <ü<p) .

Nous dirons que (1) est une onde approchée d ’ordre p  pour les équa
tions d ’Einstein, dans une région D de V4, s’il existe un nom bre M indépen
dant de co, tel que le tenseur de Ricci de la m étrique (1) vérifie

(3) I R«ß I <  Mco“ -̂ pour tout x  € D et tout co.

2. O n d e  a ppr o c h é e  d ’o rd re  z e r o . -  On déduit de (1), (2), sous l’hypo
thèse que g aß et g aß sont petits par rapport à co, un développem ent en série 
convergente des éléments de la matrice inverse g a de g aß :

(4) g ° ^ = ì ^  +  - } ^ +  •••CO

où les g a13 sont les éléments de la m atrice inverse de g a$ et

(S)
1

g
aß __

K -

(*) Nella seduta del 20 aprile 1968.
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Pour une fonction quelconque /  (x , cocp) on désigne par f  la dérivée 
par rapport à C09 et daf  la dérivée partielle par rapport à ;ra (à C09 constant); 
on a:

df(X3l a ì9) =  da f i *  > « ? ) + / '  (X, W9) %

ayant posé n a =  3a 9 ;
On trouve pour développem ent des coefficients de connexion:

0 a T 1,
U  +  -  Taß +

avec r«ß — r«ß +  — 0 14 ^a +  &a\i "^aß % OU r aß est la connexion
de la m étrique de base; puis le développem ent du tenseur de Ricci:

(6)
-1

Raß - aß +  Raß +

(7)

(8)

Pour que (1) soit solution approchée d ’ordre zéro il faut que
-1
Raß " O .

-1
On constate que R aß s’écrit:

R,aß
1 V  /!,/ !„

=  — gw. ig  na n.  _ i _  g  a n n.2 0  \°afx  ß X  n ^ ö  ß(x a X -S' n0  a fx a ß -^a3 «3L

Les équations (7) sont 10 équations linéaires homogènes pour les g  
non indépendantes (leur déterm inant est identiquem ent nul). On doit distin
guer deux cas:

1) g ^ n ^ n ^ - |=o; la solution générale de (7) est:
i„

(9) g-Xp = h  + ÿp nx
où ^  est un vecteur arbitraire.

U ne perturbation de la forme (9) peut être annulée par un changement 
de coordonnées oscillatoire conservant la m étrique de base, donc est dépourvue 
de signification physique.

2) Le seul cas intéressant physiquem ent sera

/ \ '°,(10) g 74Ln k n }X =  o

c’est à dire 9 — cte front d ’onde de la m étrique de base. Les équations (7) 
sont alors équivalentes à quatre conditions qui s’écrivent en coordonnées 
radiatives M (où on choisit x° — 9)

(! 0  Ro ,• =  Y  =  °  , R 00 ■ =  —  — g iJg'îj =  O
-1

les équations R^- =  o étant identiquem ent vérifiées.

(1) Les indices grecs prennent les valeurs o, 1, 2, 3, les indices latins 1, 2, 3.
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1
■Les g ÿ  apparaissent seuls dans (11); ils sont d ’ailleurs la partie signi

ficative, au premier ordre, de la perturbation, les g 0a prenant des valeurs 
arbitraires par un changem ent de coordonnées oscillatoire.

On m ontre que (11) expritne que les conditions d ’harm onicité sont, au 
premier ordre, les mêmes pour la m étrique de base et la m étrique perturbée.

3. O n d e  a ppr o c h ée  d ’o rd re  i . -  Elle doit vérifier (11) et

( I 2 ) R a ß  =  0 .

0
On trouve, pour la m étrique (i), (2) que les quantités R-y dépendent 

uniquem ent des £*aß et g iy (en coordonnées radiatives). Compte tenu de (11) 
elles prennent la forme rem arquablem ent simple:

0 3 ) R,> =  —  n h v j ’if — -1 h j  Vx »*■ +  R,y =  o

où V*. et ,Rÿ sont la dérivation covariante et le tenseur de Ricci de la m étrique 
de base et est à rapprocher de la dérivation transverse de Cattaneo [6], 
mais pour une direction isotrope.

On m ontre que si la m étrique de base vérifie

(H ) g tJ Rz>- =  0 et n j  R,y =  o ,

les équations (13) entraînent que (11) est vérifié s ’il l’est sur une sous varieté 
initiale transverse aux rayons.

0
Les equations restantes R 0a =  o peuvent toujours être satisfaites par2„

choix des termes du second ordre g y .

4. P er t e  d ’é n e r g ie  par  r a d ia t io n  g r a v it a t io n n e l l e . -  U ne solu
tion de (7), (12) sera effectivement une onde approchée d ’ordre 1 si g a  ̂ et g  ß 
sont bornés, ainsi que leurs dérivées partielles d ’ordre <  2, quelque soit co. 
On m ontre que cette condition ne pourra être réalisée que si, en coordonnées 
radiatives

Os) Rjt>* O y Rq i o

c’est à dire Raß de la forme considérée habituellem ent comme correspondant 
à une radiation électromagnétique pure (2)

( l6 ) Ra ß .=  W a »ß,.
°

Enfin on trouve que, en considérant R0o qui est:

0
Roo — g tJ g .. 2 0 +  ~ g ^ g ;y +Roo O,

(2) Cfr. Lichnerowicz [7]. Remarquons que (15) entraîne (14).
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2 1
on doit avoir, si g  et g  sont bornés:

Roo >  o

puisque Roo est indépendant de co et que

h i v  <  o .

Donc, T étant le scalaire dans (16) définissant l’énergie rayonnée,

T >  o .

5. METRIQUE DE BASE A SYMÉTRIE SPHÉRIQUE. -  Appliquons les résul
tats précédents à la m étrique de Vaidya:

ds2 =  ^1-----2 J du2 +  2 du dr  —  r 2 (d02 +  sin2 0 d^2)

qui vérifie (on pose x° — u )

rr   2 d wi y,
R 0 0 = —  , R 0 a =  O .

Pour q u ’il en existe une perturbation oscillatoire (qui ne sera pas à symé
trie sphérique) il faudra que

dm
du <  O .

U n exemple de solution est (termes d ’ordre 1)

1 1 1 O A
g n  = 0  , £*33 =  — g22 sm2 6

g 22 =  tcl (u) cos (co^) , £*23 =  (u) sin (co^) sin 0 ,

B ib l io g r a p h ie .
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