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Teoria dei controlli ottimi. — Una classe di equazioni fu n 
zionali nella teoria dei controlli ottimi. Nota I di M e h m e t  N a m ik  

O g u z t o r e l ì  n , presentata (**} dal Socio M . P i c o n e .

Summary. — An abstract optimal control problem is formulated and related functional 
equations are discussed.

§ I. -  F o rm u la zio n e  d e l  problem a  d e i  c o n tr o lli o t t im i .

Im postiam o il problem a dei controlli ottimi in modo seguente. Sia B 
uno spazio di Banach di funzioni continue v =  v (f) definite per t  >  o e 
sia V un suo subspazio. Sia u =  u(t)  =  u ( t \ v )  una funzione ordinaria di t 
per t  >  o ed un funzionale di v per v e V. Sia

(F i)  U  ■= {u  (t ; v) \ t  >  o , z/ e V )  .

Introduciam o una norm a conveniente nello spazio U . Assumiamo che

Hi) La u (t ; v) è continuam ente derivabile rispetto a /  e Io per ogni v e V 
fissato e fortemente derivabile rispetto a z / e V  per ogni t e I0 fissato, essendo 
Io = ' [o , y] un intervallo com patto dato.

U na form a possibile per la u (t ; v) è la seguente:
/

(I.2) u ( t  \v)  =  9 (t) +  j  K i (t ; a) v (a) der
0

t t

+  \  j  j  K 2 (t ; ox , g2) . v  (pi) v (o2) dax dcr2 
0 0  

+  . . .
t  t t

+  (« +  i )! J  J '  ' ‘ j  ■ - ,^+ 1) v(ai)-- -v(an+ì) d a , • • -dan+1
0 0 0

+  • • • ,

ove 9 (t) è una funzione nota continuam ente derivabile rispetto a t  per 
t  >  o , Ky (t ; gx , • • • , <7y) ( j  =  i , 2 , 3 , - - - )  sono continuam ente derivabili 
rispetto a t  per t  >  o, continue e simmetriche rispetto a , c72 , • • •, Gy per 
0 ^  ^   ̂ d ' == I > 2 > * * * > Z) e U serie funzionale di potenze del secondo
m em bro è supposta uniform em ente convergente per t e  Io, per ogni zj e V  
e p er j X j <  R, essendo R  una costante positiva [2]—[9].

(*) Department of Mathematics, The University of Alberta, Edmonton, Alberta, Canada. 
(**) Presentata nella seduta dell’i i  maggio 1968.

46. — RENDICONTI 1968, Vol. XLIV, fase. 5.
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Sia 3 l’insieme di tu tti gli intervalli I =  [a , ß] contenuti nell’intervallo Io .
Sia

(1.3) Fj (u , v) =  F (u (t) , v (t) , t e  I)

un funzionale dato non negativo definito sullo spazio U x V x S L  Assumiamo 
che

H2) Il funzionale Fj (u , v) è fortemente differenziabile rispetto a 
u e U  e rispetto a z /eV  per ogni dato I e 3 ;

H 3) Se li  =  [a , b] e $, I2 =  [c , d] e $ e se ogni intersezione li n  I2 
è vuota oppure a =  d, ovvero b =  c, allora

(1.4) (u, v )  =  (u,v)  +  FIa ( u , v ) ;

H 4) Il funzionale Fj (u , v) è continuo in I, e cioè abbiam o

(1.5) lim Fj (u , v) — Fj  (u , v) , I , I e 3 ;
i -> i

H5) Se J« — [a 1 ß] € cf, è assicurata la validità dell’eguaglianza

(1.6)
9 Fj («.»)

—  F j (u,v)  =  lim
ß-

e la derivata che figura nel primo membro è fortemente differenziabile rispetto 
ad « e U  e a z ieV .

Ad esempio, il funzionale
ß

(1.7) Fj 0 ,  v) =  J q  (« (0  , ^ (0) àt (I =  [oc , ß l ) ,

ove Q (u , v) è una funzione non negativa, continuam ente differenziabile 
rispetto ad u e v, soddisfa le assunzioni H2-H5 .

In  ciò che segue ci occuperemo del seguente

P roblem a  d i  o t t im iz z a z io n e . -  Supposte soddisfatte le ipotesi di cui 
sopra, si chiede di determ inare una funzione ^ ° e V  per la quale il funzionale 
FIo (u j v) assume il suo minimo, cioè

(1.8) Fj (u°\ v°) =  min F Io (u , v ) ,
z/ev

ove u e u° denotano rispettivam ente u =  u (t ; v) e uQ =  u (t ; v°).
Ogni funzione v° e V  per la quale è valida l’equazione (1.8) sarà chiam ata 

un controllo ottimo. L ’esistenza del controllo ottimo può essere dim ostrata 
sotto condizioni molto generali spettanti all’insieme V ed al funzionale Fj ( u , v). 
Nella presente N ota ci limitiamo a stabilire soltanto le condizioni necessarie 
di ottim alità per una (controllo) v e V .  Tali condizioni ci conducono a certe 
equazioni funzionali di particolare im portanza nella teoria dei controlli ottimi.
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§ II. -  E q u a z io n i fu n z io n a l i g e n e r a l iz z a t e  d i  B ellm a n .

L ’operazione di minimizzazione rispetto a v e V  si eseguisce nella (1.8) 
nell’intervallo Io =  [o , y]. Ciò che si mette in evidenza scrivendo

(I I -1) / ( °  » Y) =  min FIo (u , v) .
»6 V

Più generalmente, sia t  un punto qualunque in I0. Poniamo lx =  [ t  , y] ed 
introduciam o la funzione

(II-2) /  ( t  , y) =  min Fi (u ,v ) .
z/GV

È chiaro che, per le ipotesi F L -H s, si ha

(n -3) / ( T.T) =  °-

Dividiam o l’ intervallo IT in due parti e precisamente 1̂ ' =  [ t  , t  +  A] 
e IT+A =  [ t  +  A , y], ove A è un piccolo intervallo finito spettante alla 
variabile t. L ’ipotesi H3 ci conduce all’eguaglianza

(II .4) (u , v) =  Fjm (u , v) +  (u , v) .

Enunciam o ora il seguente principio dovuto a R. Bellman [1], il quale esprime 
la proprietà fondam entale delle linee di ottime condotte.

P r in c ip io  d i  OTTIMALITÀ. — Una linea di ottima condotta possiede la pro
prietà che, qualunque siano lo stato iniziale e la decisione iniziale, le decisioni 
rimanenti debbono costituire pur esse una linea di ottima condotta rispetto allo 
stato risultato dopo Vesecuzione della prim a decisione.

E dunque, in base al principio di ottim alità, le equazioni ( I I .2) e (II .4) 
conducono all’eguaglianza

(H-5) / ( t  , y) = / ( t  +  A , y) +  m inFp- (u, v) .
»ev T

Portando la /  (t +  A , y) nel primo membro, dividendo con A e passando 
al limite per A -> o, si ottiene

(H.6) ^ / ( t  , y) =  —  m in | ~  F ^  (* , v) j ■

Dallä (I I .6), tenendo conto della definizione (I I .2), segue, per t G Io ,

(IL 7) 4 -  I m in F  ( « ,» ) !  =  — min j —  F(u,v )  | •
l vev x ) . ve v t dT )
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Integriam o adesso rispetto a t nell’intervallo Io ambo i m em bri dell’equa
zione ( I I .7). Tenendo conto delle equazioni (1.8) e (IL 3), si trova

Y

(IL 8) F I. (« ° . v°) =  m in Fj (u , v) =  f  /m in  S f  F  (u , v) A d r  .v e v J  v e v  ( x V
0

E pertanto, controlli ottimi si trovano tra i controlli v cV  per i quali ilfunzionale 
Fj (u , v) assume, per ogni t 6 Io , il suo minimo.
E degno di nota il fatto che per un controllo ottimale le operazioni 

3 .
e m in sono, per ogni t  e Io , anticommutative rispetto al funzionale Fj (u , v).

Ciò è espresso dalVequazione ( IL 7). È  chiaro che tali due operazioni non sono 
in generale né com mutative, né anticom m utative. Osserviamo pure che 
l’equazione (IL6) costituisce u n ’estensione della nota equazione funzionale 
di R. Bellman [1].

§ III . -  C o n d iz io n i n e c e ssa r ie  d i  o t t im a l it à .

Sia v e V  un punto estremale per il funzionale F{ ( u f v)% Poiché la 
prim a variazione di un funzionale dato si annulla in un punto estremale di 
esso funzionale, si ha, per t  € Io ,

(I I I .I )  f  FIX(U ’ V)\  =  °>

ove denota la prim a variazione rispetto a v del funzionale {•}.
E chiaro che l’equazione funzionale di cui sopra costituisce una condi

zione necessaria di ottimalità per un controllo v e V  nell’am bito del nostro 
problem a di ottimizzazione formulato nel § I. Si può quindi enunciare il 
seguente risultato.

Ottimi controlli sono da ricercarsi tra le soluzioni delVequazione funzionale 
( I I I -1), purché tale equazione sia risolubile.

§ IV. -  Caso pa r t ic o l a r e .

Consideriamo adesso il caso in cui u ( t  \v) e F1 (pi, v) sono definiti tram ite 
rispettivam ente le equazioni (1.2) e (I.7). Tenendo conto dell’equazione (I.7) 
si ha innanzitutto, per t  e Io ,

(IV -0  F1 fyi ,v)=Q(u(z) ,v( 'r)) . .

Si hä poscia per ogni continuo incremento 8v(f) della v( t ), tale che sia sempre 
v(t)  +  S v (t) e V, vista l’equazione (I.2),

T

u ( t )  =  J  K ( t  , g  ; v) Sv (g)  da ,
0

(IV.2)
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ove
T

(IV.3) K ( t  , cr ; v) — K i ( t  , a) +  X j K2 ( t  ; oq , or) v (pf) doq +  • • •
0

T T

J K „ + i ( t ; o i , -  ■ v(ax) ■ ■ : v(a„) daj. • • • do„-\------- ,
0

per t g Io. D alla (IV. 1) se ne deduce

(i v -4) l  ^  =  s° u ^ + "S - ’

ove =  aQ (u (T) » ^ (T)) e j V  _  3Q Q (t) , z> (t)) _
3 ^  oU oV d v

L ’equazione (III . 1) ha la forma seguente

(IV.S) §„ u (t) +  8z> (t) =  o , per v e l o .

Siccome, per un punto estremale v =  v (t) del funzionale Q (u (t)  , v (t)), 
l’equazione (IV .5) è soddisfatta per ogni continua ed arbitraria 8v (t), ciò 
che implica le seguenti eguaglianze:

ï r  =  °  e S  =  °> °PPure z/ ( t) =  o, ovvero ambedue, per t G Io .

Si deve notare che per una arbitraria variazione 8v ( t) risulta u (t) =  o  
allora ed allora soltanto che risulti

(IV.7) K ( t , cr ; v) =  o per a 6 Vx , t e I0 , v e V.

In  questo caso, vista l’equazione (IV.3), perveniamo, per t e  lo, g E Vx 
all’equazione di Volterra di prim a specie. Differenziando ambo i mem bri di 
tale equazione rispetto a t si ottiene u n ’equazione funzionale di seconda 
specie il cui studio non presenta difficoltà.

§ V . -  O sse r v a z io n i.

1. Le condizioni incluse nelle ipotesi H1-H5 possono essere indebolite. 
Questo però non costituiva nostra preoccupazione nella presente Nota.

2. Nella serie di note successive esporremo la teoria dei controlli ottimi 
spettante soprattu tto  ai vari problemi da noi studiati in collaborazione col 
prof. D. M angeron in questi Rendiconti concernenti le equazioni poli vibranti, 
caratterizzati dalla presenza dell’operatore di derivata totale nel senso di 
Picone [io].
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