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Matematica. Sur les familles continues de courbes. Nota 111

di Tupor ZAMFIRESCO, presentata  dal Socio G. Scorza DraGONT.

RIASSUNTO. — In questa Nota, dedicata anch’essa alle famiglie continue secondo
Griinbaum di curve, sono indicati alcuni teoremi sulle curve descritte da punti che appar-
tengano ‘agli elementi di-una tal famiglia, dipendendone con continuita.

Dans les premiéres deux parties [4] et [3] du travail, nous avons conti-
nué I'étude commencée par Griinbaum [1] sur la distribution des points
multiples d’une famille continue de courbes. Ici nous allons établir quelques
résultats concernant les courbes décrites par des points se mouvant conti-
nGment sur les courbes de la famille.

Rappelons qu’on appelle famille continue de courbes tout ensemble £
dont les éléments sont des arcs de Jordan ouverts, tel que:

1) Chaque courbe de £ est incluse (exceptant les extrémités) dans
la composante bornée D du complémentaire d’une courbe de Jordan fermée C,
ses extrémités appartenant a C.

2) Chaque point p € C est I'extrémité d’une courbe L (p) € € et d’une
seule. '

3) Si L(p) et L(py) sont deux courbes différentes de &, alors
L (#1) N L (#y) est un seul point.

4) La courbe L (p) dépend contintiment de p € C.

Notons que chaque courbe de la famille est traversée par toutes les
autres.

Soit, en outre, ¢ () un point situé sur L (p) et dépendant contintiment
de p € C. Appelons

'={q(:peC}

- courbe fermée associde & L. Si ¢ est un homéomorphisme, alors la courbe T’
est appelée simple; si g (p) = g (— ) pour tout point p €C, alors elle est
appelée double.

Voici un exemple illustrant les notions ci~dessus:

Soient K un corps convexe plan, ¢ la famille des diameétres essentiels
associés & K (voir Hammer [2]) et € (») la courbe décrite par les points divi-
sant chaque diameétre essentiel dans le rapport (1 —7)/r (voir [3]). Alors &
est une famille continue de courbes au sens de Grinbaum et e (7) est, pour
chaque nombre 7 €[1/2, 1), une courbe fermée associée & . Du théoréme 7
de [3] on déduit facilement que e () est simple si et seulement si »>>7;,
ou 7; désigne le nombre de réductibilité de K (voir [3]). En méme temps
e (1/2) est un exemple de courbe fermée associée double.

(*) Nella seduta da 20 aprile 1968.
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Revenons au cas général: considérons de nouveau la famille continue
de courbes quelconque £ et revenons aux notations précédentes.

Rappelons que M,, (8) désigne I'ensemble des points de D par lesquels
passent au moins #z courbes de £. Dés maintenant U désignera la réunion
des composantes bornées du complémentaire de I'. Evidemment U C D. Si
Mg (8) CU, alors nous dirons que la courbe I' est & sews fortement direct.
Si M (8 CUUT, alors T' sera @ sens direct. C’est une généralisation de la
définition donnée dans [3] pour e (»). En effet, si € (») est & sens direct selon la
définition de[3], alors »>7; en vertu du théoreme 8 de[3], donc e () = B (») selon
le théoréme 7 de [3]; puisque les diametres essentiels du corps convexe donné
contiennent ceux du corps convexe C (#) borné par B (») (voir [2]) il s’ensuit
que M; (€)CC (7). Evidemment, le sens fortement direct implique le sens direct.

Si le sous—ensemble E de D se trouve dans le complémentaire d’une
des composantes de D —1L (p), ot L (p)€L, alors, par définition, L (p)
est une courbe d'appui de E.

On dit que I'ensemble E inclus dans D est 8-convexe si toutes les inter-
sections de E avec les courbes de £ sont connexes (Griinbaum [1]). Notons
qu'un ensemble £-convexe n’est pas nécessairement connexe. Nous appelle-
rons aussi ¥-comvexe (par abus) toute courbe fermée telle que le complé-
mentaire de la composante non bornée de son complémentaire soit 2—convexe.
Une courbe fermée dont la réunion des composantes bornées du complémen-
taire est £-convexe sera appelée forfement &—convexe. On peut remarquer
qu’il n’est pas nécessaire qu'une courbe fortement &-convexe soit aussi
L—convexe, ou réciproquement. Aussi, il n’est pas nécessaire qu'une courbe
£-convexe, ou bien fortement £-convexe, soit homéomorphe & un cercle.
Nous pouvons préciser I'aspect des courbes fermées fortement £-convexes I'
associées a & dans I’hypothése suivante:

() L’ensemble

{peC:card g7t (¢ (p) = 2}

est rare dans C, lensemble L (p) — T est dense sur toute courbe L (p) €L et
il wy a aucun arc NCC tel que L (p) soit une courbe d’appui de q (V) =
={q(p):peV} pour tout peV.

On remarque tout de suite que, dans la condition (&), la courbe I' n’est
pas double.

THEOREME 1. Supposons que la courbe fermée T' associde & & satisfait
a la condition («); alors, si I' est fortement R—convexe, elle est simple.

La démonstration de ce théoréme ne sera pas donnée ici & cause de sa
longueur; elle fera seule I'objet d’une autre note qui paraitra prochainement.

THEOREME 2. Swupposons, de nouveau, que la courbe fermée T associée a &
satisfait & la condition («); alors, si ' est simultanément S—convexe et fortement
S—convexe, elle est & sens fortement direct (donc également simple OV et a sens direct).

(1) Voir le théoréme 3.
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Démonstration. En effet, du théoréme 1 il sensuit que I' est simple.
Soient py1, pp €C, p1= pp. Les points ¢ (1), ¢ (p2) , ¢ (—21) et ¢ (— p3) se
trouvent, dans cet ordre, sur I'. Puisque I" est 8-convexe, les arcs ¢ (p,) ¢ (— p,)
de L (p;)Z=1,2) sont inclus dans U UT. Notons {z} = L (#1) 0 L (py).
On a

L) 0L =1{g(p2),9(—p2)}.

En effet, ¢’il existait un point w €int g (p2) g (— p2)N T, alors ¢ (p2)w ¢ T
et wg (— p3) ¢ I' selon la condition (a); donc @ serait situé sur L (p,) entre
deux points de U, ce qui contredit I’& convexité forte de I'. S’il existait
un point &’ € L (p2) N I' — g (p3) ¢ (— ps), alors on aurait soit ¢ (ps) €’ g(— py),
soit g (— p) €w' 9 (py); dans le premier cas g (po)w’ ¢ T, dans le deuxieéme,
g(—pyw' ¢ T et dans tous les deux ¢ (ps)g(—ps) ¢ I, dotr soit ¢ (ps),
soit g (— pg) serait situé sur L (p,) entre deux points de U, en contredisant
I'8-convexité forte de I'. De nouveau en vertu de la condition (a), si Vet W
sont deux voisinages, respectivement de ¢ (#;) et de ¢ (— p,), tels que

VOL(pe) =92 e WNL(py) =5,
alors il y a deux points % ,v €g (p;) g (— py), tels que
uweV—I et veW-—T.

On a z€ »nv. En tenant compte que #,v €U et que I est fortement &-convexe, il
résulte que v C U, donc z €U. Par conséquent, I' est & sens fortement direct.

Voici maintenant une autre condition suffisante pour que la courbe
fermée T' associée a £ soit simple. Dés maintenant la condition («) ne sera
plus demandée.

THEOREME 3. S7 /a courbe T est a sens fortement divect, alors elle est simple.

Démonstration. Supposons que g (py) = g (pg).~Si pa=F + p;, alors le
point L (p;) N L (ps) appartiendrait & I', ce qui est absurde. Si py = — 1,
soit s un point arbitraire de L (p,), différent de g (p;) et situé, par exemple,
entre p; et g (pq). Si s =g (p3) ou p3=F + p;, alors L (p1) N L (p3) appartien-
drait & I', ce qui contredit I'hypothése. Si s était un point intérieur 4 U,
alors il existerait un autre point # de I' situé sur L (p;) entre p; et s; on retrouve
la situ,:ation précédente a I’égard de z Donc s est un point extérieur a U.
Il s’ensuit que toute intersection de L (p;) avec une autre courbe L (p)€ &
est soit sur I' (si L. (p) passe par ¢ (#1)), soit extérieure & U, ce qui est en con-
tradiction avec I'hypothése. Donc p, = p; et ¢ est bijective.

L’aspect de la courbe I' peut étre encore précisé si elle est & sens forte-
ment direct.

LeEMME. S7 ') M2 (8) = @, alors T est fortement $——convexe.

Supposons que I' n’est pas fortement £-convexe. Il y a alors une courbe
L (p) telle que son intersection avec U ne soit pas connexe, c.—a-d. qu'il y
a trois points #,u,v €L (p), l'ordre sur L (p) étant p,#,u,v,— p, tels
que Z,v €U, mais = ¢ U. .
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On peut trouver trois points différents de I' sur L (p). En effet, il y a
deux points x, y € T" située sur L () respectivement entre pett,uet —p.
En outre, soit # méme, soit un autre point de L(p) séparant « de v, appartient
a I'. Au plus deux de ces trois points sont ¢ (p) et g (— ), donc le troisiéme
(disons x) appartient & une courbe L (p") différente de L (), d’ott x € M3 (8),
ce qui contredit ’hypothése.

Par conséquent, on a le

THEOREME 4. S7 T' est & sens fortement direct, alors elle est Jortement
L—convezxe.
Naturellement, on peut maintenant se poser les questions suivantes:

I. Est-il vrai le suivant résultat (forme duale du théoréme précédent):
«Si I' est & sens direct, alors elle est S—convexe »?

II. Est-ce qu'on peut établire la réciproque de la propriété selon
laquelle toute courbe fermée associée, & sens fortement direct, est en méme
temps simple et fortement $-convexe ?

' La réponse a la deuxiéme question est négative, mais il est possible
d’obtenir un tel résultat sous sa forme duale:

THEOREME 5. S7 & est en méme temps simple et Q—convexe, alors elle est
@ sens direct.

Démonstration. Soient L (p;) et L (py) deux courbes de . Puisque I’
est simple, g (p1),9 (), 9 (— p1), ¢ (— ps) se trouvent dans cet ordre sur I
Comme I' est -convexe, les arcs y; et y; des points compris entre 7 (p)
et g (— 1) sur L (p1) et respectivement entre ¢ (p,) et ¢ (— py) sur L (79),
se trouvent enti¢rement dans U U I'. Alors v; N v, == &, donc

L(pDNL(pa) =vi0y, CUUT.

Par conséquent, Mz (¢) CU UI' et la démonstration est finie.
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