ATTI ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

CLASSE SCIENZE FISICHE MATEMATICHE NATURALI

RENDICONTI

LUCIANO DE VITO

Sulle ipotesi di un teorema d’esistenza per
I’equazione integro—differenziale di tipo ellittico di
Volterra

Atti della Accademia Nazionale dei Lincei. Classe di Scienze Fisiche,
Matematiche e Naturali. Rendiconti, Serie 8, Vol. 44 (1968), n.5, p. 633-638.

Accademia Nazionale dei Lincei

<http://www.bdim.eu/item?id=RLINA_1968_8_44_5_633_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale & consentito liberamente per motivi di
ricerca e studio. Non é consentito 1'utilizzo dello stesso per motivi commerciali. Tutte le
copie di questo documento devono riportare questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)
SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/


http://www.bdim.eu/item?id=RLINA_1968_8_44_5_633_0
http://www.bdim.eu/

Atti della Accademia Nazionale dei Lincei. Classe di Scienze Fisiche, Matematiche e
Naturali. Rendiconti, Accademia Nazionale dei Lincei, 1968.



[329] LuciANO DE VITO, Swulle ipotesi di un teorema, ecc. 633

Analisi matematica. — Swulle ipotesi di un teovema d’esistenza per
Uequazione integro—differenziale di tipo ellittico di Volterra. Nota di
Luciano DE Vrro, presentata @ dal Socio M. Picons.

RESUME. — On fera quelques observations sur la méthode de résolution du probléeme
de Dirichlet pour I’equation intégro—différentielle de Volterra de type elliptique dans un
ouvert « proprement régulier» selon Fichera, adoptée par I’auteur dans un travail précédent.

In [2] @ ¢ stato provato, tra l'altro, che, se A & un aperto propriamente
regolare nel senso di Fichera @, dello spazio cartesiano a tre dimensioni R3
(il punto generico del quale si indica con x = (x1, %2, ¥3)), € se Ty & inter-
vallo dell’asse reale #, definito da o < # < 4, il seguente problema di Dirichlet:

(1) A,ulx z>+}‘_,/9”<" D it dr=f(x,), x€A,t€T,

(2) , u(x,t)=o0, x€FA . teTy,

ove A, denota l'operatore di Laplace rispetto alle sole variabili x, x5, 23,
f(x, %) indica una funzione di quadrato sommabile in AXTy, e f;(#,7) sono
funzioni continue in ToX Ty, ammette una ed una sola soluzione nella classe
3¢ delle funzioni di quadrato sommabile in A X Ty, dotate di derivate parziali
prime, rispetto a x1, 22 e x3, in senso debole, di quadrato sommabile in A X Ty,
aventi «traccia» nulla su Ty X FA nel senso che, per ogni #€Ty, la funzione
di x:%u(x,?¢) ha «traccia» nulla su &A @, Dicendo che una funzione u(x ,?)
di ¥ ¢ soluzione di (1) (2) si intende che, per ogni v € ¥, riesce:

2/ du(x,?) [ayx ,9) +/avx T)f('r t)dr}dxdtﬁwff(x t)v(x,?) dxdz.

AXT,

Tale risultato, annunciato in [1], € stato provato in [2], facendo ricorso
ad un principio esistenziale di G. Fichera @, dopo aver preventivamente

(*) Nella seduta dell’rt maggio 1968.

(1) T numeri tra [ ] si riferiscono alla bibliografia.

(2) Cfr. [5] p. 207; per comoditd del Lettore, richiameremo tra breve tale definizione.

(3) La nozione di «traccia» & qui intesa nel senso introdotto da G. Fichera nel 1949
in [4]; con riferimento ad aperti propriamente regolari, tale nozione coincide con quella di
«traccia» ottenuta con il metodo del « completamento funzionale», cfr. nota ),

(4) Cfr. [5] pag. 175.

45%, — RENDICONTI 1968, Vol. XLIV, fasc. 5.
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dimostrato la seguente formula di maggiorazione:

3) / v (x,8)2de df <.
AXT,
3 - p :
oo 3 2 2
gH;kf )2 ot Fy;fi_’t) +f ”a(;‘j”ﬁ@,z)dTJ dedt  wel,
AxT, ¥ ‘

ove {#;} ¢ un sistema ortonormale e completo in I rispetto al prodotto
scalare

3
(3 (%,0) —_—_f [u(x,z) v(x, ) +;ﬂj§ﬁ ﬂ’%ﬁ} dx dz;

2
AXT,

la (3) puo riguardarsi come una generalizzazione della classica diseguaglianza
di Poincaré. -

Nella recensione del lavoro [1], comparsa su Mathematical Review, vol. 25,
1963, pp. 452-453, E. Magenes ha osservato che il problema in questione
poteva esser risolto, per via classica, senza far ricorso al citato principio
1.3
2

Ev)xi

esistenziale, « componendo la (1) con l'operatore A~ e notando che A~
p ; P

& limitato nello spazio H?(A) N H§(A) delle funzioni di quadrato sommabile
in A con le derivate prime e seconde, e 7ulle su FA ©) ».

Scopo della presente Nota ¢ di mostrare che, in effetti, il suggerimento
del prof. Magenes, ancorché assai utile nel caso in cui A sia « sufficientemente
regolare », non consente di ritrovare i risultati di cui a [1] e [2] nella gene-
ralita ]a ammessa per I’aperto A. Infatti, come si & dianzi accennato, i risultati
annunciati in [1] e dimostrati in [2] sono relativi ad aperti A propriamente
regolari nel senso di Fichera — quindi anche ad aperti che non abbiano neces-
sariamente la frontiera di classe 1, come risulta dalla definizione di aperto

propriamente regolare, che tra breve richiameremo — laddove -la limitatezza
2

dell’operatore A"l—;—% in H?(A) N H{(A), in generale, vien meno quando
z

la frontiera dell’aperto A non sia di classe 1. In effetti, ora mostreremo appunto

che esistono degli aperti A di forma molto semplice — precisamente delle

pirarhidi regolari quadrangolari — che, pur non avendo frontiera di classe 1,

(5) Pitt precisamente, con H”(A) si intende la chiusura, rispetto alla norma

( Y IDgu|, )", dellinsieme delle funzioni di classe C*° in AUSA, e con H(A) la chiu-
a<m £HA)

2
£X(A)
aventi supporto contenuto in A, ove con D, # denotiamo il gradiente di # di ordine a.

sura, rispetto alla norma ( Y | Dozl \)1/2, dell’insieme delle funzioni di classe C* in A,
a<l 7

Nell’ipotesi che-A sia un aperto propriamente regolare, la classe H” (A)nHé(A) coincide
con quella delle funzioni che hanno derivate parziali fino all’ordine #, in senso debole, di
quadrato sommabile in A e che hanno «traccia », nel senso di Fichera, nulla su FA.
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sono pero propriamente regolari, ed in corrispondenza ai quali, tuttavia, 7oz
. . . . — 2 .
si ha la limitatezza di A 1% in H2(A) 0 Hy (A).
i
Richiamiamo, anzitutto, la definizione di aperto propriamente regolare
data da G. Fichera. Un aperto limitato A dicesi propriamente regolare se sono

soddisfatte le seguenti due condizioni:

1) la frontiera §A di A & costituita da un numero finito ¢ di porzioni
di superficie regolare 2, Xz, -+, X, ® a due a due aventi, al pil, punti dei
loro bordi in comune, ed inoltre, in A, sono applicabili le formule integrali
di Gauss—Green;

2) esistono un numero reale positivo p, €, per ogni x € §A, un versore
w (%), avente origine in x, sempre penetrante in A, continuo su tutta FA e
di classe 1 su ciascuna X, tali che l'insieme T, (I'insieme T_) descritto da
x + pw(x) quando x percorre FA e p si muove nel segmento o < p < p,
(nel segmento — py << p < 0) sia contenuto in A (nel complementare di A).

Sia t un numero reale positivo e sia A; I'aperto definito dalle seguenti
limitazioni: | x | <1, 3 <-— 1 max (| x1|,|2|). Come subito si.vede, A, &
una piramide regolare, quadrangolare, convessa, con il vertice in zero e la
base contenuta nella superficie sferica ¥ d’equazione | x| = 1; la base & un
quadrangolo regolare, convesso, della superficie sferica X, i cui quattro lati
sono archi di circonferenza massima di 2 aventi tutti la medesima lunghezza,
e 1 cui quattro angoli sono tutti eguali tra loro.

Per provare la nostra tesi, ci basterd dimostrare i seguenti due teoremi:

I. Qitalzmque sia «, Daperto A, & propriamente regolare.
11. Esiste un ©> o tale che:

182 | ga
4) inf e M

vema) nH (A —0 || D2?llgna )

Cominciamo col dimostrare I. E intanto evidente che, se indichiamo
con X1 = X la base (sferica) della piramide A, econ %, =27 (4 = 2,3, 4, 5)

ciascuna delle quattro facce laterali di tale piramide, riesce A, =, %,
1

e risulta soddisfatta la condizione 1) di cui alla definizione di aperto propria-
mente regolare, con g =5 (infatti le X, sono porzioni di superficie regolare,
dato .che %1 & un quadrangolo regolare, convesso, contenuto nella superficie
sferica X, i cui lati sono archi di circonferenza massima di ¥, ed ogni

(6) Chiamiamo porzione di superficie regolare ogni insieme X che sia il codominio di
‘una funzione vettoriale x; = x; (¥ ,2), £ =1, 2, 3, definita al variare di (#,?) in un domi-
nio limitato D del piano #,v e verificante le seguenti condizioni: 1°) le x; (#,7) sono di
classe 1 in D; 2°) la corrispondenza posta dalle equazioni z; = x; (% ,2), i =1,2, 3, tra
i punti di e quelli di D & biunivoca; 3°) la matrice jacobiana 3 (¥, x2, £3)/d (#,v) ha
sempre caratteristica 2. I’immagine della frontiera §D di D chiamasi éordo di X e verra qui
denotato con BZ; & facile vedere che B2 non dipende dalla funzione vettoriale x; = x; (# , v)
ma, soltanto da X.
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%, (A=2,---,5) & un triangolo piano con due lati rettilinei ed il terzo costi-
tuito da un arco di circonferenza massima di X). Si denoti con w(x) il versore
avente origine nel punto x di §A, tale che la semiretta orientata avente ori-

gine in x ed individuata da u (x) contenga il punto (0, 0, —1/2). E immediato
constatare che p (x) ¢ continuo su §A;, e di classe C* su ognuno dei 3, ,
£=1,---,5. Inoltre il versore . (x) & sempre penetrante in A,. L’esistenza

di un numero reale positivo p, soddisfacente — in relazione a w (x) — alla con-
dizione 2) ¢ evidente. In tal modo il teorema I & dimostrato.

Il teorema II ¢ incluso in un risultato recentemente ottenuto da M. S. Hanna
e da K. T. Smith ™. Infatti, questi Autori, in tale lavoro, indicato con A’
Poperatore di Laplace-Beltrami sulla superficie X, hanno mostrato che, se
il problema d’autovalori:

(5) Aw+2rxw =0 in Z]—RZ], w=0 su BX]

nella classe H? (Zf — &) N Hp (X1 — BZ)) ha, come autovalore, il numero
A = 3[4, allora, in relazione ad A, sussiste la (4) (cfr. [8] teorema 1’ di
pag. 578). E, d’altra parte, al variare di 7 in 0< t< -+ oo, esiste certamente
un valore di 7 in corrispondenza al quale il problema (5) ha come autovalore
il numero A = 3/4. Infatti, il pilt basso autovalore A = X (<) del problema (s)
¢ funzione continua e crescente di =, divergente a -+ oo quando 7 tende
a oo (cfr. [8] pag. 579) ed inoltre & 1 (7)< 3/4 per tutti quei 7 in corrispon-
denza ad ognuno dei quali i contiene la calotta sferica X, definita da
|#| =1, —1 <x3 <to, ove #o & lo zero, in —1<#<o0, della funzione
sferica Py (#); cid segue dal fatto che il problema d’autovalori

6) AMw+rAw=0 in X, w=0 su B,

nella classe H? (%) N Hj (Zo), ha, come pill basso autovalore, il numero A = 3/4
(cfr. [8] pag. 584), e dal fatto che, essendo XD I, il pit1 basso autovalore
di (5) risulta minore del piti basso autovalore di (6).

In tal modo i teoremi I e II sono dimostrati e la nostra tesi rimane, cosi,
acquisita.

Per quanto riguarda, poi, lipotesi che A sia propriamente regolare,
vogliamo qui, da ultimo, notare che ipotesi di regolaritd sul contorno FA
di A del tipo di quelle fatte appunto in [1] [2] (o altre, ancora piti generali,
che potrebbero esser fatte, come quelle di « contorno lipschitziano » etc.) hanno
soltanto lo scopo di consentire lintroduzione di una nozione di «traccia
nulla » su ToXFA, per le funzioni di I (cioé per le funzioni della classe in
cui si cerca la soluzione del problema (1) (2)), che, come quella data da
G. Fichera (cfr. nota ®), conservi un carattere di «limite puntuale nullo»
lungo ogni curva di un opportuno sistema di curve uscenti dai punti di A
e penetranti in A. Ma, ove si volesse rinunciare a tale carattere puntuale per

(7) Cfr. [8].
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la «traccia», non si incontrerebbe difficoltd alcuna nell’abolire ogni ipotesi
di regolarita su §A, limitandosi solo a richiedere che A sia un aperto limitato
di R3. La famiglia ¥, in cui ricercare la soluzione del problema (1) (2), sarebbe,
allora, la chlusura rispetto alla norma introdotta dal prodotto scalare (3'),
della varieta €% (A X To) delle funzioni di C (A x To) aventi supporto
contenuto in A XTo. Con riferimento a tali nuove ipotesi ed assunzioni (per A
e per ¥) il teorema d’esistenza ed unicith per (1) (2) che abbiamo richiamato
in principio (enunciato in [1] e dimostrato in [2]) rimane inalterato, e cosi
pure inalterata rimane la sua dimostrazione. In effetti, il procedimento dimo-
strativo esposto in [2], come gia si ¢ qui ricordato, riposa soltanto sulla dimo-
strazione della formula di maggiorazione (3); e d’altra parte la (3) sussiste
in relazione ad un aperto A qualsiasi purché v (x, #) appartenga a (o (A xTy)
(cfr. [2] pp. 11-16); dunque la (3) vale anche per ogni v che appartenga alla
classe It testé introdotta (A essendo sempre un aperto limitato qualsiasi).
Cosi il nostro asserto & provato.

L’osservazione che abbiamo ora fatta, relativamente alle ipotesi sul-
Paperto A, pud essere ripetuta anche con riferimento ai risultati stabiliti
in [3], ove si studia lo spettro della trasformazione integro—differenziale a
primo membro di (1) ®.
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