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Analisi matematica. — Sulle ipotesi d i un teorema d ’esistenza per 
l ’equazione integro—differenziale d i tipo ellittico d i Volterra. Nota di 
L u c i a n o  D e V i t o ,  presen ta ta0  dal Socio M. P ic o n e .

Résumé. — On fera quelques observations sur la méthode de résolution du problème 
de Dirichlet pour l’equation intégro-différentielle de Volterra de type elliptique dans un 
ouvert «proprement régulier» selon Fichera, adoptée par l’auteur dans un travail précédent.

In  [2] (!) è stato provato, tra  l’altro, che, se A  è un aperto propriamente 
regolare nel senso di Fichera (2>, dello spazio cartesiano a tre dimensioni R 3 
(il punto generico del quale si indica con x  == (x± , x% , #3)), e se To è l’inter­
vallo dell’asse reale t, definito da o <  t <  to, il seguente problem a di Dirichlet:

t3 . /»
(1) A Xu(x, t )  +  ~ f i  (t ,t)  dT =  f  ( x , t ) , x  e A  , t e T o ,

1 J îx.0

(2) u (x , t) =  o , x  e SA . t e  To ,

ove denota l’operatore di Laplace rispetto alle sole variabili Xx , x 2 , x 3 , 
f ( x \ t ) indica una funzione di quadrato sommabile in A X To, e /,■ (£ ,t)  sono 
funzioni continue in ToXTo, am m ette una ed una sola soluzione nella classe 
K delle funzioni di quadrato sommabile in A x T o ,  dotate di derivate parziali 
prime, rispetto a n , i 2 e i 3 ,  in senso debole, di quadrato sommabile in A x T o ,  
aventi « traccia»  nulla su T 0 X SA nel senso che, per ogni t e  To, la funzione 
di x  : u (x  , t) ha « traccia » nulla su SA (3b Dicendo che una funzione u ( x  , t) 
di K.b  soluzione di (1) (2) si intende che, per ogni v e K , riesce:

3
X ,1

3 u {x , t) 
dx.

dv (x , t) 
dx . +

d v  ( x ,  T) 

dx.
A k T 0

f i  (t , t) dx dx  dt  = — j  f  (x , t) v ( x , t) dx  dt. 
ÀxT0

Tale risultato, annunciato in [1], è stato provato in [2], facendo ricorso 
ad un principio esistenziale di G. Fichera <4>, dopo aver preventivam ente

(*) Nella seduta dell’ 11 maggio 1968.
(1) I numeri tra [ ] si riferiscono alla bibliografia.
(2) Cfr. [5] p. 207; per comodità del Lettore, richiameremo tra breve tale definizione.
(3) La nozione di « traccia » è qui intesa nel senso introdotto da G. Fichera nel 1949 

in [4]; con riferimento ad aperti propriamente regolari, tale nozione coincide con quella di 
« traccia » ottenuta con il metodo del « completamento funzionale », cfr. nota (5).

(4) Cfr. [5] pag. 175.

45*. — RENDICONTI 1968, Voi. XLIV, fase. 5.
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dim ostrato la seguente formula di maggiorazione:

(3)

s h V ,  2 ,
AxT„

AxT0

duk (.X , t) 
dx.

I v (x , i) |2 dx dt <C 

10

^  +  i r
l J t

dx  dt v e J f ,

ove {% } è un  sistema ortonormale e completo in 2i rispetto al prodotte 
scalare

(3') ( u , v )
AxTj

v ( x , f )  +  2 ,-  
1

du(x, t )  dv(x, t )
dx. dx àt  ;

la (3) pud riguardarsi come una generalizzazione della classica diseguaglianza 
di Poincaré.

Nella recensione del lavoro [1], com parsa su Mathematical Review , vol. 25, 
1963» PP- 452~453> E- Magenes ha osservato che il problem a in questione 
poteva esser risolto, per via classica, senza far ricorso al citato principio

esistenziale, «componendo la (1) con l’operatore A“ 1 e notando che A“ 1-^ -
dx\

è limitato nello spazio H 2 (A) O H j (A) delle funzioni di quadrato sommabile 
in A con le derivate prim e e seconde, e nulle su &A <5> ».

Scopo della presente N ota è di m ostrare che, in effetti, il suggerimento 
del prof. M agenes, ancorché assai utile nel caso in cui A sia « sufficientemente 
regolare», non consente di ritrovare i risultati di cui a [1] e [2] nella gene­
ralità  là ammessa per l’aperto A. Infatti,, come si è dianzi accennato, i risultati 
annunciati in [1] e dim ostrati in [2] sono relativi ad aperti A  propriamente 
regolari nel senso di F ichera -  quindi anche ad aperti che non abbiano neces­
sariam ente la frontiera di classe 1, come risulta dalla definizione di aperto 
propriamente regolare, che tra  breve richiameremo -  laddove la limitatezza

1 2̂ « 1
dell’operatore A“ —y  in H (A) O H 0 (A), in generale, vien meno quando

dxi
la frontiera dell’aperto A  non sia di classe 1. In  effetti, ora mostreremo appunto 
che esistono degli aperti A  di forma molto semplice -  precisamente delle 
piram idi regolari quadrangolari -  che, pur non avendo frontiera di classe 1,

(5) Più precisamente, con Hm (A) si intende la chiusura, rispetto alla norma 

( E  II Da u ll02/Â ì  ̂ 1 dell’insieme delle funzioni di classe C°° in A u SA, e con Hj (A) la chiu-\a<m £ /
2 \ i / 2

Zi II Da w II , delPinsieme delle funzioni di classe C°° in A,
a < l  ' £ 2(A) /

aventi supporto contenuto in A, ove con Da u denotiamo il gradiente di u di ordine a. 
Nell’ipotesi che A sia un aperto propriamente regolare, la classe H ^( A )n H j  (A) coincide 
con quella delle funzioni che hanno derivate parziali fino all’ordine m, in senso debole, di 
quadrato sommabile in A e che hanno « traccia », nel senso di Fichera, nulla su SA.
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sono però propriamente regolariì ed in corrispondenza ai quali, tu ttavia, non
si ha la limitatezza di A - 1  32 in H2 (A) n  Hj (A).

Richiam iam o, anzitutto, la definizione di aperto propriam ente regolare 
data da G. Fichera. U n aperto limitato A dicesi propriamente regolare se sono 
soddisfatte le seguenti due condizioni:

1) la frontiera £FA di A  è costituita da un numero finito q di porzioni
di superficie regolare 2] , 2 2 , • • •, 2^ (6) a due a due aventi, al più, punti dei
loro bordi in comune, ed inoltre, in A, sono applicabili le formule integrali 
di Gauss-Green;

2) esistono un num ero reale positivo p0 e, per ogni x e &A ,  un versore
(x), avente origine in ;r, sempre penetrante in A, continuo su tu tta  SA e

di classe 1 su ciascuna 2 ^, tali che l’insieme T + (l’insieme T _) descritto da 
x  +  pfx (.x) quando x  percorre SA e p si muove nel segmento o <  p <  p0 
(nel segmento —  p0<  p <  o) sia contenuto in A  (nel complementare di A).

Sia T un num ero reale positivo e sia AT l’aperto definito dalle seguenti 
limitazioni: | x  | <  r, x 3 <  —  t m ax ( | x 1 | , | x 2 |). Come .subito si vede, A x è 
una piram ide regolare, quadrangolare, convessa, con il vertice in zero e la 
base contenuta nella superficie sferica 2  d ’equazione | x  | =  1; la base è un 
quadrangolo regolare, convesso, della superficie sferica 2 , i cui quattro  lati 
sono archi di circonferenza m assima di 2  aventi tu tti la medesima lunghezza, 
e i cui quattro  angoli sono tu tti eguali tra  loro.

Per provare la nostra tesi, ci basterà dim ostrare i seguenti due teoremi:

I. Qualunque sia t , Vaperto A x e propriamente regolare.
II. Esiste un t >  o tale che\

(4)
I Au I

inf
veuHAx)nai  (Ax ) -

Im c)
|Da*| i£2(AT)

o .

Cominciamo col dim ostrare I. È intanto evidente che, se indichiamo
con 2 i — 2 1 la base (sferica) della piram ide A T e con 2  ̂ — 2 J (k =  2 , 3 , 4 , 5 )

5
ciascuna delle quattro  facce laterali di tale piramide, riesce &AX =  2^

1e riéulta soddisfatta la condizione 1) di cui alla definizione di aperto propria­
mente regolare, con q 5 (infatti le 2^ sono porzioni di superficie regolare, 
dato che 2 i  è un quadrangolo regolare, convesso, contenuto nella superficie 
sferica 2 , i cui lati sono archi di circonferenza m assima di 2 , ed ogni

(6) Chiamiamo porzione di superficie regolare ogni insieme 2  che sia il codominio di 
una funzione vettoriale (u , v), i =  1 , 2 , 3 ,  definita al variare di (u , v) in un domi­
nio limitato D del piano u , v e verificante le seguenti condizioni: i°) le (u , v )̂  sono di 
classje i in D; 20) la corrispondenza posta dalle equazioni Xj — X{(u ,v), i — 1 , 2 , 3 ,  tra 
i punti di 2  e quelli di D è biunivoca; 30) la matrice jacobìana d (x± , x 2 , Xs)Jd (u , v) ha 
sempre caratteristica 2. L’immagine della frontiera Ŝ D di D chiamasi bordo di 2  e verrà qui 
denotato con $2 ; è facile vedere che &B2 non dipende dalla funzione vettoriale x; =  x^ (u , v) 
ma soltanto da 2.
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2 k (k — 2 >.* * s) è un  triangolo piano con due lati rettilinei ed il terzo costi­
tuito da un  arco di circonferenza massima di 2 ). Si denoti con \ l ( x )  il versore 
avente origine nel punto ^  di SAT, tale che la sem iretta orientata avente ori­
gine in ^  ed individuata da [i (x) contenga ci punto ( 0 , 0 ,  — 1/2). È immediato 
constatare che [x (#) e continuo su SAT, e di classe C°° su ognuno dei 2  ̂ , 
k =  i , • • *, 5. Inoltre il versore [x (x) è sempre penetrante in A x . L ’esistenza 
di un num ero reale positivo p0 soddisfacente -  in relazione a (x (x) -  alla con­
dizione 2) è evidente. In  tal modo il teorem a I è dimostrato.

Il teorem a II è incluso in un risultato recentem ente ottenuto da M. S. H anna 
e da K. T. Sm ith <7>. Infatti, questi Autori, in tale lavoro, indicato con A' 
l’operatore di Laplace-B eltram i sulla superfìcie 2 , hanno m ostrato che, se 
il problem a d ’autovalori:

(S) A  w  \w  ■=■ o in 2 j  — gB2Ï , w  — o su cB2i

nella classe H 2 (2 J —  cB2 j) n  H j (2 Ï — gB2 )̂ ha, come auto valore, il numero 
^ = 3/4» allora, in relazione ad A T sussisteva (4) (cfr. [8] teo rem a. 1' di 
Pag- S78). E, d ’altra parte, al variare di t  in o <  t <  +  00, esiste certam ente 
un valore di t  in corrispondenza al quale il problem a (5) ha come autovalore 
il num ero X =  3/4. Infatti, il più basso autovalore Xi — Xi (t) del problem a (5) 
è funzione continua e crescente di t ,  divergente a +  00 quando t  tende 
a 00 (cfr - [8] pag. 579) ed inoltre è X i( t)<  3/4 per tu tti quei t  in corrispon­
denza ad ognuno dei quali 2 Ï  contiene la calotta sferica 2o definita da 
| ^ |  =  i, i <  x 3 <  to, ove to è lo zero, in —  1 <  t <  o, della funzione 
sferica P1/2 (t); ciò segue dal fatto che il problem a d ’autovalori

(d) A ' w  \ w  =  o in 2o , w  =  o su cB2o

nella classe H 2(2 0) n  HJ (2 0), ha, come più basso auto valore, il num ero X =  3/4 
(cfr. [8] pag. 584), e dal fatto che, essendo 2 Ï  D 2 o , il più basso auto valore 
di (5) risulta minore del più basso auto valore di (6).

In  tal modo i teoremi I e II sono dim ostrati e la nostra tesi rimane, cosi, 
acquisita.

Per quanto riguarda, poi, l’ipotesi che A  sia propriamente regolare, 
vogliamo qui, da ultimo, notare che ipotesi di regolarità sul contorno SA 
di A  del tipo di quelle fatte appunto in [1] [2] (o altre, ancora più generali, 
che potrebbero esser fatte, come quelle di « contorno lipschitziano » etc.) hanno 
soltanto lo scopo di consentire l’introduzione di una nozione di «traccia 
nulla»  su ToXSA, per le funzioni di X (cioè per le funzioni della classe in 
cui si cerca la soluzione del problem a (1) (2)), che, come quella data  da 
G. Fichera (cfr. nota <3>), conservi un carattere di «lim ite puntuale nullo» 
lungo ogni curva di un opportuno sistema di curve uscenti dai punti di SA 
e penetranti in A. M a, ove si volesse rinunciare a tale carattere puntuale per

(7) Cfr. [8].
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la « traccia », non si incontrerebbe difficoltà alcuna nell’abolire ogni ipotesi 
di regolarità su of A, limitandosi solo a richiedere che A  sia un aperto limitato 
di R3. L a famiglia 2t, in cui ricercare la soluzione del problem a (1) (2), sarebbe, 
allora, la chiusura, rispetto alla norm a introdotta dal prodotto scalare (3'), 
della varietà C (A X To) delle funzioni di G (A X To) aventi supporto 
contenuto in A x T o .  Con riferim ento a tali nuove ipotesi ed assunzioni (per A 
e per X) il teorem a d ’esistenza ed unicità per (1) (2) che abbiam o richiam ato 
in principio (enunciato in [1] e dim ostrato in [2]) rim ane inalterato, e così 
pure inalterata rim ane la sua dimostrazione. In  effetti, il procedimento dim o­
strativo esposto in [2], come già si è qui ricordato, riposa soltanto sulla dimo­
strazione della form ula di maggiorazione (3); e d ’altra parte la (3) sussiste 
in relazione ad un aperto A  qualsiasi purché v (x  , t) appartenga a C°° ( A x T 0) 
(cfr. [2] pp. ir-16 ); dunque la (3) vale anche per ogni v  che appartenga alla 
classe K testé introdotta (A essendo sempre un aperto lim itato qualsiasi). 
Così il nostro asserto è provato.

L ’osservazione che abbiam o ora fatta, relativam ente alle ipotesi sul­
l’aperto A, può essere ripetuta anche con riferimento ai risultati stabiliti 
in [3]> ove si studia lo spettro della trasform azione integro-differenziale a 
primo m em bro di (1) (®).
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