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Analisi matematica. — Zstensione dei metodi di maggiorazione
di Picone alle soluzioni di sistemi di equazioni polivibranti ®. Nota I
di DemeTRIO MANGERON ®*® ¢ MEHMET NaMIK OGUzZTORELI @, pre-
sentata @ dal Socio M. PiconE.

SUMMARY. — Certain estimates for the solutions of boundary value problems for
polyvibrating systems are established and extensions of M. Picone’s classical results are
obtained.

I. Studi di certi spazi funzionali corrispondenti, nell’ambito della teoria
delle funzioni rappresentate, alle funzioni speciali — soluzioni di varie classi
di equazioni polivibranti ® presenta oggidi un incontestabile interesse. Esso
¢ coadiuvato dall'importanza che acquistano vieppiu tali equazioni come
modelli matematici di certi problemi attuali di controllo spettanti tanto alla
cibernetica quanto anche alla bionica. Equazioni polivibranti, lineari o no,
contenenti, in generale, operatori ereditari ed argomenti ritardati [1]-[3]
sono caratterizzate — come abbiamo accennato varie volte e parecchi autori
hanno poscia continuato le nostre ricerche [4]-[8] — per cid che riguarda
operatori differenziali d’ordine superiore—dalla presenza delle derivate totalz,
introdotte, con tanto profitto, dall’illustre Accademico Linceo Mauro Pi-
cone [9], [10].

In cio che segue si espone una prima serie di risultati concernenti I’esten-
sione dei metodi di maggiorazione di Picone [11], [12] alle soluzioni di
alcune classi lineari di sistemi funzionali polivibranti, utili soprattutto nello
studio dei problemi dello sviluppo in serie di autofunzioni spettanti all’analisi
spettrale in questo dominio ®,
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per programmazione dei calcoli alle calcolatrici elettroniche, alla Memoria degli autori da pub-
blicarsi nel Bollettino dell’ Istituto Politecnico di Iasi.



626 Lincei ~ Rend. Sc. fis. mat. e nat. — Vol. XLIV — maggio 1968 [322]

2. Consideriamo, nell'ambito dei nostri studi concernenti le equazioni
polivibranti, il seguente sistema funzionale che generalizza quello di Sturm-
Liouville:

[A () u'(2) + 2B (%) # ()] + 2 [B@) #/(x) + C (%) u(x)] =0,
x=(x1,%, ", %, , u(x)’FrR* =0,
u(x),A(x),B(x),C(x) - %<x1)x2y"')xm>:A<x1>x2y'"’xm>a"':
la novita del quale consiste nel fatto che Piperrettangolo R* = {x¥ < x,< 2} * }

(Z=1,2,-,m) ¢ a m dimensioni ed il simbolo ’ denota la derivata totale
del primo ordine

m
/ " u (X1, %2, + ) Tm)
u = .
0x10%xg - -+ &

In questo ordine di idee hanno luogo, tra l'altro, i seguenti teoremi.
TEOREMA 1. — Esiste una successione illimitata di autovalori di
' ’7\-—n) ;)\-—1,7\—0y7\0>)\1,"")\n: Uty

AL, < KA SR <0 <R A < <A, <

(costantemente crescente da — oo a +-oo, riuscendo h_y=—oo se (— 1" C(x)
si mantiene non negativa nell'iperrettangolo R, r = + oo se (—1)"*'C (x)
S mantiene non positiva, h_, e \, finiti, qualunque valore abbia I'indice n,
se C(x) prende valori del segno opposto) tali che Iequaszione

o™ / amuh(x1;x2r"':x’ﬂ))
o T (A 2 ) R
,"X")\hC(xlyXZy"')xm) %h<x1’x2""’x';1>20

¢ dotata di wn’autosoluzione w;(x) (determinata a meno di un fattore costante),
nell’ipotesi A (x) >0 in R={a, <x; < b} (G=1,2, --,m) ed cventuali
restrizioni di simmetria, verificante le condizioni al contorno FrR

= 0.

(2) uh(xlyxz"":xm) FrR ~

TEOREMA I1. ~ L’autosoluzione u,(x), oltre che sulla frontiera FrR i R,
st annulla nell'interno di R precisamente su | h| porzioni di ipersuperficie
e su | k| soltanto.

TEOREMA II1. - Detto Ty, I'aggregato delle funzioni reali w*(x1, xs,- - -, x,,),
definite nell'iperrettangolo R = {a,<x,<b6,} (! =1,2, --,m), ivi assoluta-
mente continue e dotate di derivata totale del primo ordine finita e di quadrato
sommabile, nulle sulla frontiera FrR di R e sulle porzioni di ipersuperficie
contenute in R ove si annulla I'autosoluzione wu; (x), soluzione del sistema
Junzionale polivibrante (1), (2).
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L’integrale
3 L] = f f [A()(axlaxz )—l—(——I)’”)x,,C(x)%*z(x)}dxldxz dx,,

ha in R per minimo lo zero che consegue quando e solo quando u = oy,
o« designando una costante, si ha cioé, per ogni funzione u di T,

b

*( . m 2
@) J f A (x1,%2,- -, %,) < ¢ gxlg;:;jf% axmx >> dxy dxy - - - dx,,

1

b 13

1 m

= (_‘— I)m+1 )\sz . J C(xl’x27' : ')xm> u*? (xlyny' : ':xm> dxl dQCg' : 'dxm:

a
51 m

2l segno eguale sussistendo quando e solo quando u* = wu, .

3. Siano ora u (x1,x2, -, 4,) e A(x1,x2, -, %,) due funzioni reali
definite in R ivi assolutamente continue, essendovi la « (x) dotata di derivata
totale prima di quadrato sommabile, nulla sulla frontiera di R, mentre
A (x) >o. Detto ¢ = (c1, ¢, -+, ¢,,) un punto di R ove la |z (x)| consegue
il suo massimo, ha luogo la seguente formola elementare di maggiorazione:

(5) ]u(cl,cz,n-,cm)l'z:mgx[u(x)[z

61 5m
. —1 ™ u(x) \2
< [min (e, a0, )] ffA@(W) dzy - - dz,,
. % %

ove si & posto

R FSE (S

“ %+1 %m

ST

i<J % %1 %15 Y41 %m

1 m
-1
_]_(/-.-/AA*l(x)dx) , dv = dxy dxy - - - dx,,,
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essendo, per conseguenza, ¢, cs, -+, ¢, soluzioni del sistema

e2 t'm
@) f"'/A_1<5l)x27'">xm>dx2"'dxm
29 ;m

AT s ([ [

‘o Go1 b Gpy oy
-1
ff [ffA (1, w0,y 2,) dag -
m o
a2 al_l t‘i di+1 am

% %41 %m

W Ff T ([ T s

Gl G e
-1
+ E / // /f[A ([1’x2’...’xm>dx2...dxm
£,7=2,3,",m v
i<J G+l %m

-1 % %+1 dj~1 5

ST TI T sy

1% %+1 aj~1 ¥ %

ST T o]

1% %41 "/—1 5 %+1 %m

bz bm
+f"'/A_1<cl>x2""axm>de"'dxm
‘s ‘m

1 % ‘m

‘1 ‘3 “m

-1
//'/A (xl)CZJx27"'f?xm>dxldx3"'dxm
A

A rmad ([ frry] o



[325] D. MANGERON e M. N. O&GUZTORELI, Estensione dei metodi, ecc. 629

by €1 3

([ [ros] =([] T [xwa]
,13, . ff f fA (x1,¢2,%3" -, x,) dxy dxg- - - dx,,

al ll3

b ¢ <

AT ey

1% %41 %m

L‘z t'l [

(”/ f// /A <x>dx) }+

-1 % %+1 %m

+/‘5i/{3"sz_l(xl,fzyxs,'-~,x,,,) dx; dxg - - - dx,,
AFF s T sy

‘2 ‘1 ‘3 “m ay ¢ ¢y
: b
‘.1 cm——l
-1
[‘fA (xli"')xm—lycm> dxldxz---dxm_l
ay I .

by ‘m—1 _— L
—9 ~ ” 3
<A [ [ e ([ [ [at@ae] |+
Sy O Gy a2, 4,y )
1 m—1
+/.'. ./A—l(xl’- . .,xm_1,[m> dxldxz. . 'dxm—l

[ s ([T s o

ove per x e dx si intende successivamente xy,xg, -, 4%, ; dr, - dx,;
€Ly X2,y Xy 5 de dx3' . dxm) te
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In particolare, per A = J[A;(x) @, A;(x) >0 in R, si ha
=1

5
II /A;l(xi) dx
=1 5,
(8) [min %] = : ,

2
cER 2°7”

2m
. . 2
ed, infine, per A =1, min Y =——

¢€R H (6’._611')

=

In quest’ultimo caso si ottiene, ad esempio, per le funzioni « (x) assolu-
tamente continue in R insieme con le loro derivate totali dei primi = —1
ordini e con la derivata totale d’ordine = di quadrato sommabile, nulle in-
sieme con le sue prime 7 — I derivate totali sulla frontiera FrR di R

amﬁ x) 2
f [ Sxi’ Sxp . ox? ) dryds - day
m
2m

© S
| D PP I ¢.—a)
i1 2 7

Sxf—l 97515 1 i=

p=n,n—1, - --,1).

(b1—ay) - -+ (bm — @m) max
R

Le (9) costituiscono, tra l’altro, I'estensione parziale dei risultati conse-
guiti anni or sono dal M. Janet [18] nei suoi studi concernenti la minimizza-
5 P

zione del rapporto f(y(f’))z dx: f (y@-D)2 dx, ove p¢—D , y(?) denotano le

a
derivate-d’ordine p —1, p di una funzione y che si annulla insieme con le
sue prime p — 1 derivate alle - estremita di un intervallo (a, &).

4. Limitandoci nella presente alla considerazione dell’equazione poli-
vibrante lineare

(10) a—le( (%) ax )+C(x) u(x)= f(x) A(x)=p>o0 in R,

f(x) designando una funzione continua in R, supposto che l'unitd non si
trovi tra gli autovalori - -+, A, ,---,A_0, Ao, A1,- - -, del parametro A dell’equa-
zione (1) relativa alle condizioni al contorno (2). Sia, ad esempio, 7 dispari.
Si ha il seguente

(7) Vedasi, in un altro ordine di idee che utilizzeremo in una nostra Nota susseguente,
i recentissimi risultati conseguiti dall’Illustre Accademico Linceo M. Picone concernenti il
calcolo numerico di un integrale pluridimensionale per decomposizione in prodotto dello
integrando [17].
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TEOREMA IV. — Se riesce in R
22mp [ 6;—a2M > o,
i=1

per Dintegrale wu (x) della (10) verificante le condizioni omogenee (2) sussiste
la seguente formola di maggiorazione

m

I ¢,—a)
max | z| < = max | f],
R

227 —T1 6, —a)2M
’ =1

ove con M si ¢ notato un numero non negativo non inferiove al massimo di
C(x) in R.

In una prossima Nota si daranno altri teoremi concernenti la maggiora-
razione delle soluzioni di vari sistemi polivibranti, soddisfacenti alle piu
svariate condizioni al contorno omogenee o no, tenendovisi conto anche di

eventuale conoscenza dei valori approssimanti gli autovalori del problema
spettrale considerato.
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