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Analisi matematica. — Estensione dei metodi di maggiorazione 
di Picone alle soluzioni di sistemi di equazioni polivibranti (1). Nota I 
di D e m e t r io  M a n g e r o n  (2),(3) e M e h m e t  N a m ik  O g u z t ö r e l i  (4), pre­
s e n ta ta 0  dal Socio M. PicoNE.

SUMMARY. — Certain estimates for the solutions of boundary value problems for 
poly vibrating systems are established and extensions of M. Picone’s classical results are 
obtained.

I. Studi di certi spazi funzionali corrispondenti, nelFam bito della teoria 
delle funzioni rappresentate , alle funzioni speciali -  soluzioni di varie classi 
di equazioni polivibranti presenta oggidì un incontestabile interesse. Esso 
è coadiuvato d a ll’im portanza che acquistano vieppiù tali equazioni come 
modelli m atem atici di certi problem i attuali di controllo spettanti tan to  alla 
cibernetica quanto  anche alla bionica. Equazioni polivibranti, lineari o no, 
contenenti, in generale, operatori ereditari ed argom enti ritarda ti [1 ]—[3] 
sono caratterizzate — come abbiam o accennato varie volte e parecchi autori 
hanno poscia continuato le nostre ricerche [4]-[8] -  per ciò che riguarda 
operatori differenziali d ’ordine superiore-dalia presenza delle derivate totali, 
introdotte, con tan to  profitto, dall’illustre Accademico Linceo M auro Pi- 
cone [9], [io].

In  ciò che segue si espone una prim a serie di risultati concernenti l’esten­
sione dei m etodi di m aggiorazione di Picone [11], [12] alle soluzioni di 
alcune classi lineari di sistemi funzionali polivibranti, utili soprattu tto  nello 
studio dei problem i dello sviluppo in serie di autofunzioni spettanti all’analisi 
spettrale in questo dominio <6h (*)

(*) Nella seduta del 20 aprile 1968.
(1) The research reported in this paper was supported in part by the National Research 

Council of Canada.
(2) Istituto Politecnico di Iasi, Repubblica Socialista Romania. Per il momento in qualità 

di «Visiting Professor» all '‘University o f Alberta, Department o f Mathematics, Edmonton, 
Alberta, Canada.

(3) The first of the authors wishes to express his sincere thanks to the University of 
Alberta for the invaluable conditions offered to him to develop his work in the Department 
of Mathematics of this University.

(4) Department of Mathematics, University of Alberta, Edmonton, Alberta, Canada.
(5) h e equazioni poli vibranti sono state chiamate da alcuni scienziati « equazioni di 

Mangeron» [13] -  [16].
(6) Il lettore è rimandato per vari dettagli algoritmici e serie di applicazioni, preparati 

per programmazione dei calcoli alle calcolatrici elettroniche, alla Memoria degli autori da pub­
blicarsi nel Bollettino delV Istituto Politecnico di lasi.
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2. Consideriamo, nell’am bito dei nostri studi concernenti le equazioni 
polivibranti, il seguente sistema funzionale che generalizza quello di S tu rm - 
Liou ville:

[A 0*0 u'(x) -f- XB (pc) u (x)]' +  X [B(V) u'(x) +  C (x) u(x)] — o ,

X (X1 > x 2 ) ' ’ ' ) Xm) ) U (x) |Fr R* — o ,

u ( x ) ,  K ( x )  , B (x) , C ( x )  =  u ( x 1 , x 2 , - - - , x m) , A ( x x , x 2 , - - - , x m) , - - -,

la novità del quale consiste nel fatto che l’iperrettangolo R * =  {x* <  x {< x* * } 
(i =  I > 2 , • • - , m)  è a m  dimensioni ed il simbolo ' denota la derivata totale 
del prim o ordine

 ̂ ^ (f i  , X% , • • •, Xfn)
3X]_ dx2 * * * X̂in

In  questo ordine d 1 idee hanno luogo, tra  l ’altro, i seguenti teoremi. 

TEOREMA I. -  Esiste una successione illimitata d i autovalori di X 

> n ) ' ’ ’ ? X_i , X Q , Xo > Xl , •, \ n , • • • ,

• • • <  X__„ < • ■ • • <  X_! <  X_.0 < 0  <  Xo <  Xi <  • • • <  X„ <  • • •

(costantemente crescente da — 00 a +°°>  riuscendo X__0 =  — 0 0 ^  (— i)^ +1 q  (*) 
si mantiene non negativa nell' iperrettangolo R, Xo =  +  00 se (—  i )m+1 C (pc) 
si mantiene non positiva , \ _ n e ~kn fin iti , qualunque valore abbia Vindice n, 
se C (;x) prende valori del segno opposto) tali che l'equazione

( 0
________________________________l A ,  \  ̂ Uh (X l  » » * ‘ '  y x ™) \

3Xl 3x2 ■■■ 3xm x »ù Sxi 3x2 • • • 3x„ j

+  \ h C ( x  1 , X 2 , -  ■ - , X m) Uh ( x i  , X 2 , ■ • ■ , X „ )  =  O

è dotata di un'autosoluzione uh (x) (determinata a meno di un fattore costante), 
nell'ipotesi A (oc) > 0  in  R  =  { di <  x i <  bfi (i =  i , 2 , • • •, m) ed eventuali 
restrizioni di simmetria , verificante le condizioni al contorno F rR

(2) Uhi* ••>**) |FrR “ ° -

TEOREMA II. -  L'autosoluzione uh(x), oltre che sulla frontiera  F rR  di R, 
si annulla nell'interno di R  precisamente su | h | porzioni d i ipersuperficie 
e su \ h \ soltanto.

T eo rem a  III .  -  Detto Yh V aggregato delle funzion i reali u*(x 1, X2 , • • •, x tf)i 
definite nell'iperrettangolo R  =  {ai < x i <Lbi } ( i  — 1, 2 , • • •, m), ivi assoluta- 
mente continue e dotate di derivata totale del primo ordine fin ita  e di quadrato 
sommabile, nulle sulla frontiera  F rR  di R  e sulle porzioni di ipersuperficie 
contenute in  R  ove si annulla Vautosoluzione uh (x), soluzione del sistema 

funzionale polivibrante (1), (2).
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Id integrale

(3) h[u]  =  [ • • • ] ’
a.. a  1 m

A ̂  ( d x f -  (XL )  +  (— 0 "  C 0 )  «*2 (*) d^i dx2 • • •

ha in  R per minimo lo zero che consegue quando e solo quando u =  auh , 
a designando una costante, ogni funzione u d i Yh,

1 m

(4) J • ■ • /  a  ( - » .« ,•  • •, » ,)  ( g  •;a^ - > )* « te,.d*2 • • • d*OT
ö . ,  ö

> (— i)OT+1 XÀJ- • J C( x lt  x 2, - ■ ■, x m) u*2 (* i, #2» • • •,*») d^x
a., a1 m

i l  segno eguale sussistendo quando e solo quando u* =  auh .

dx2 ■ ■ ■ dxm

3. Siano ora u(x-1, xz , ■ ■ ■, x„) e A  ( x i , x% , ■ ■ ■, x m) due funzioni reali 
definite in R ivi assolutam ente continue, essendovi la u (x) do tata di derivata 
totale prim a di quadrato  sommabile, nulla sulla frontiera di R, m entre 
A  (x) >  o. D etto c =  ( r i , c2 , • • •, cm) un punto di R  ove la \ u ( x ) \  consegue 
il süo massimo, ha luogo la seguente formola elem entare di maggiorazione:

(5) I u (A . c2 , • • •, cm) I2 =  m ax | u (x) \2

O-, o1 m

<  [min 91(C„  • - . O U 1 J - ' • • J a  (+ + . + ) V  • • ■ d»,
a 1 a1 m

ove si è posto

c • b. c. . 4, £. „ b • £. , _ £2 — 1 2 2 +  1 7  —1 7  /  +  1 »2

- 5 , s ( / - /  I H  / / ■ ■ ■ / * - » * ) " * ■
i ì  a ì a ’ — i c - a -jLt +• 1 a., , a1 -L 2~1 2 2 + 1 7 — 1 7 7+1 »2

+

1 222

( / * * * * / * ^  1 > dar =  djTi d^2 * • • d ^
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essendo, per conseguenza, c1 , c2 , - - - , c m soluzioni del sistema

(7)

2 cmJ ' ' ' [ A_1 (cl>x 2, - ■ - , x m) dx2 ■ ■ ■ dx„

h  c2 cm

X I A  1 (x) dx
C1 a n  ZZ1 2  m

f i  cn J c1 2  m

• • • J A ~ x(x) dx̂ j
i-, zz0 a1 2  m

+  X
z = 2 , 3 , • • •

c • 1 b. c- , 1  ci —l  i z +  1 m

A 1(^i , x 2 ,■ ■ ■, x m) dx2 ■ ■ ■ dx„
zz0 a  . , c ■ a . , „ a2 i —l  z z + 1 zzz

X

3-| C Ci £ * -1 "b '1 2 z —1 z z + 1 m

A  1(̂ r) dx
f ,  zz0 a-  1 f . zz. , , zz1 2 z — 1 z z +  1 w

1 2  z 1 z z +  1 m

• • • j A x(+  d;r j
a. a 0 a .  c ■ a.  , . zz 1 2 z —1 z z +  1 77Z

"o f  ■ -, b . c • , ,  f .  „ 3  • f  • , „ f2 z —1 2 z +  1 y — 1 7 7 +  1 m

A 1 (fi-, *2 , ■ ■ •, x m) dx2 ■ ■ ■ dx„
z • 1 c ■ a .  , , a ■ , c ■ a ■ , , <2z — 1 z z +  1 7 — 1 7 7 +  1 »z

b 1 Zn  c • - b • f  • i i  c *  ̂ (5 • f * i - *  f1 2 z — 1 z z +  1 7 — 1 7 7 +  1 ni

X

+ «9 ÖV-1 + «
A 1 (+) d#

z • , f . a- , , zz. , zz • , _ zzz —1 2 z +  1 7 — 1 7 7 +  1 »2

f i  f  o f* 1  ̂« f * i i  f  • , 3 • f  • , „ f1 2 z —1 z z +  1 7 — 1 7 7 +  1 m

zz0 a.  , f .  ü . j  , zz. f .  zz. , „ zz1 2 i — l  i  z +  1 7 — I 7 7 +  1 zzz

• • ■ I A  1 (+) d^rj +  •••

+  / • • • / A  Oi > *2 , • * •, *«)■ dtf2 • • • àxn

X • / A  1(x) dx\  — ( / / • • • / A “ 1^ )  d*
-2

*1 2̂ “ 1 fo f1 2  m

A 1 + 1 ,  f2 , *2 , • • •, **) dxx dx3 ■ ■ ■ dxn
fi “3 m
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c\ , *2 ,• •
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a: e dx  si intende successivamente , x 2 , • • •, x m ; dx± • • • dxm ; 
, x m ; dx2 dx3 ■ ■ • àxm ; • • •



630 Lincei -  Rend. Se. fis. mat. e nat. -  Vol. XLIV -  màggio 1968 [326]

m
In  particolare, per A  =  n A.z- ®  iti R? si ha

i=  1

(8) [m in 81] 1c€R

m r- t
n  j A ^ i z j d x .

ed, infine, per A  — 1 , min 81 = -------------------

2 =  1

In  quest’ultim o caso si ottiene* ad esempio, per le funzioni u (x) assolu­
tam ente continue in R  insieme con le loro derivate totali dei prim i n —  1 
ordini e con la derivata  totale d ’ordine n di quadrato  sommabile, nulle in­
sieme con le sue prim e n  —  1 derivate totali sulla frontiera F r R  di R

(9)

dm*u(x)  
dx{ dx*

dxi à.X2 • • • dxm

(&i —  a{) • • • {pm — am) max 
R

3w ^ - 1 )  u{x)  
lx*”1 ■ ■ ■ Sxi- 1

2 2”
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -  ,m

I l  ( b . - a . f
2 =  1

( /  =  n , n —  i , • • ■, 1) .

Le (9) costituiscono, tra  l’altro, l’estensione parziale dei risu ltati conse­
guiti anni or sono dal M. Jane t [18] nei suoi studi concernenti la minimizza-

b è

done del rapporto / ( ,< " ) •  dat: J V » )>  <*, ove ^ - 0  denotano 1«
a a

derivate  ̂ d’ordine —  i , p  di una funzione y  che si annulla insieme con le 
sue prim e p — i derivate alle estrem ità di un intervallo (a , 6).

4. Lim itandoci nella presente alla considerazione dell’equazione poli­
v ibrante lineare

(io )
dXi • • • dxm \  '  ' dx% • • • dxm +  C(x) u(x)  =  / ( * ) , A ( x ) > p >  o in R,

/  (x) designando una funzione continua in R, supposto che l’un ità non si 
trovi tra  gli auto valori • • •, \ n , • • •, X_o , Xq , X i, • • - , del param etro  X dell’equa- 
zione (1) relativa alle condizioni al contorno (2). Sia, ad esempio, m dispari. 
Si ha il seguente

(7) Vedasi, in un altro ordine di idee che utilizzeremo in una nostra Nota susseguente, 
i recentissimi risultati conseguiti dall’Illustre Accademico Linceo M, Picone concernenti il 
calcolo numerico di un integrale pluridimensionale per decomposizione in prodotto dello 
integrando [17].
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T eo rem a  IV. -  Se riesce in  R

22 mp —- J J  (bi — afi2 M >  o ,
*=i

per Vintegrale u(x)  della (io) verificante le condizioni omogenee (2) sussiste 
la seguente fo r  moi a di maggiorazione

m ax I u I <
R

n  y — «.)2
t=1

. 2m /2 p - -U.(b,-
m ax I / 1 ,

R

ove con M si è notato un numero non negativo non inferiore al massimo di 
C'(x) in R.

In una prossim a N ota si daranno altri teorem i concernenti la m aggiora- 
razione delle soluzioni di vari sistemi polivibranti, soddisfacenti alle piu 
svariate condizioni al contorno omogenee o no, tenendovisi conto anche di 
eventuale conoscenza dei valori approssim anti gli autovalori del problem a 
spettrale considerato.
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