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Meccanica. — Condizione di congruenza per una membrana ed 
integrale generale delle equazioni indefinite d ì  equilibrio. Nota di 
E d o a r d o  S t o r c h i , presentata 0  dal Socio S c o r z a  D r a g o n i .

Summary. — Author states the condition of compatibility for the system
ŝik — — +  SyP (i , k = 1 ,2), where denotes the strain tensor and jy the infinitesimal
regular displacement vector. It is shown that the condition is unique and of the fifth order 
for general surfaces, i.e. for Riemannian two-dimensional varieties with variable curvature. 
In connection with the previous result, the author gives the solution of the well known yet 
unsolved problem of finding the general tensorial expression of the stresses pik, satisfying 
the indefinite equilibrium equations of continuous media p f i  =  o (i , k =  I ,2).

In questa breve N ota riassuntiva vengono comunicati alcuni risultati 
attinenti la M eccanica dei sistemi continui deformabili ed esposti dettaglia
tam ente in una conferenza tenuta il 2 aprile 1968 presso l’Istituto di A lta 
M atem atica in Rom a (R

Il fondam entale problem a della determinazione delle condizioni di con
gruenza per le deformazioni e così pure il problem a duale della determinazione 
dell’ integrale generale delle equazioni indefinite di equilibrio dei sistemi 
continui, sono stati oggetto per circa un secolo di numerose ricerche. Non 
potendo qui am piam ente riferire, rim ando per una dettagliata analisi dei 
due problem i e per la sintesi dei risultati al lavoro diC . Truesdell del i960 
nel quale è riportata  peraltro una estesissima ed esauriente bibliografia.

Nella presente N ota stabilirò la soluzione dei due accennati problemi 
nel caso bidimensionale, quando cioè il sistema continuo si schematizza con 
una m em brana perfettam ente flessibile tesa su una superficie rigida a, com un
que curva.

L a c o n d iz io n e  d i c o n g r u en za .

La condizione di congruenza per una m em brana tesa su una generica 
superficie a è la condizione caratteristica alla quale deve ubbidire un tensore 
doppio simmetrico \ ih — \ ki subordinato alla m etrica

(1 )  d s2 =  aik dx4 dxk (i , k =  1 , 2 )  (*)

(*) Nella seduta del 20 aprile 1968.
(1) E. STORCHI, La condizione di congruenza per una membrana tesa su una generica 

superficie. In corso di stampa presso i Symposia Mathematica dell’Istituto.
(2) C. Truesdell, Invariant and complete Stress Functions for General Continua 

«Archive for Rational Mechanics and Analysis», 4, 1-29 (1959-60).
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della superficie <7, affinché esso possa assumersi come tensore di deform a
zione. Se s  (P) è il vettore superficiale che definisce lo spostamento regolare 
ed infinitesimale del punto P della m em brana sopra la superficie cj, il tensore 
di deformazione \ ik si esprime m ediante il tensore doppio Sijk derivato di s 
nel modo seguente:

(2) ~  (?i!k ~t~ Skfï) (t , k — I , 2 ) .

Assegnato s, rim ane univocam ente determ inato il tensore E, di deformazione. 
Viceversa, assegnato un generico tensore doppio simmetrico E, subordinato 
alla m etrica (1) della superficie, è evidente che E, non può assumersi incondi
zionatam ente come tensore di deformazione per una m em brana tesa sulla 
superficie. Dovendo infatti le tre componenti di E, dipendere dalle due com
ponenti di un vettore superficiale s  in conformità delle (2), è manifesto che E, 
deve obbedire ad una condizione scalare

(*) ö  (5) =  o

L ’(*) costituisce appunto  la condizione di congruenza o, se si vuole, la con
dizione caratteristica di integrabilità (rispetto al vettore s )̂ del sistema di 
equazioni differenziali (2).

Per determ inare la effettiva stru ttu ra  della fi (£), partiam o dall’identità:

(3)
st/k +  Ha \  - f  K aik

/  jrs 2

che è valida qualunque sia il vettore superficiale s  <3>.
Am m ettiam o ora per ipotesi che il tensore \ ik dipenda da un assegnato 

vettore superficiale s  in conformità della (2) e che quindi possa assumersi 
come tensore di deformazione per una m em brana tesa sulla superficie. Posto

(4) I = - [ s ‘> s n ^  +  K ^ ] ,  

dall’identità (3) discende allora l’equazione:

(5) I =  K 'S

che lega linearm ente il tensore di deformazione (contenuto nell’invariante I 
con le sue derivate seconde) alle componenti s{ dello spostamento. Se si 
introduce poi anche l’invariante

(6) J =  2 K /% ~ 2 K /,'K /% ,

(3) La (3) si dimostra facilmente ricorrendo alla formula di commutazione delle deri
vate seconde covarianti applicata al vettore s{ ed al tensore doppio sijk . Nella (3), K (che 
riterremo nel seguito variabile col posto) denota la curvatura totale gaussiana della superficie, 
zlr il tensore emisimmetrico di Ricci, aik (come nella (1)) il tensore fondamentale.
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dalla (5) si desume facilmente la seconda equazione:

(7) J =  H ' '  -f;

che, al pari della (5), lega linearm ente il tensore di deformazione allo spo
stam ento <4 * *>.

Il sistema form ato dalle (5) e (7) è un sistema lineare nelle due funzioni 
incognite (x1 , x 2) , s2 (x1 , x 2). Se il determ inante

(8) D =  é r K,i H /r

non è nullo, il sistema stesso am m ette una ed una sola soluzione, la seguente;

(9) =  — K / r J) .

Osserviamo peraltro che, sostituendo nelle (5) e (7) in luogo di st- il valore 
che ci porge la (9), si ottengono le due identità.

(5 ') I - K ^ .  (7') J 117 ,-,.

Dalla (2), tenendo conto delle (5) e .(7), discende inoltre:

(10) 2 H v H M =  2 h a }h — 2 H ;' H m l ik —  (Al H f  X, =  o

( i r )  2 K7'Ih '"  ^  ^  =  h ' ! I , . +  K7'} ti —

— 2 K7' U 1* l ik —  A (K  , H f  j,. =  o .
Posto

(12) L  =  2 H /,'J /i- 2 H ,'H /̂ ,

(13) , M =  H /f In +  K/! j /f. —  2 K/! H m' Ç a , 

le (io) ed (11) danno luogo al nuovo sistema lineare:

(io ')  L .=  (Ai H / ' j . ( i l ')  M =  A ( K ,H ) /,' j ,-

nelle due funzioni incognite sl ed j 2 . Se il determ inante 

(H ) D* =  zir (Ai H)/,- A (K , H)/,

è diverso da zero, tale sistema am m ette una ed una sola soluzione, la seguente:

(15) fi =  (LA (K , H f  —  M (Ar H f  ).

(4) Qui con H si è indicato brevemente il parametro differenziale primo A.,̂  K =  k/* K;ì
della curvatura totale; in seguito indicheremo inoltre con A (K, H)  =  H^. il parametro
differenziale misto di K ed H.
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Osserviamo inoltre che, se nelle (io) ed (i i) in luogo di j,. si pone il valore s* 
dato dalla (15), si ottengono le due identità:

( io " ) H /f' H lk snk +  sm ( i l " ) K /‘ H,k + sk ji
—  lu

Eguagliando le due espressioni (9) e (15) dello spostam ento s, componendo 
coi vettori K /z ed e tenendo altresì conto delle due identità (5') e (7'), 
si perviene così alle due equazioni:

(16) i  =  k L *  (17) J =  h L * .

Le (16) e (17) sono due condizioni di congruenza alle quali deve obbedire 
necessariamente il tensore affinché, esso possa interpretarsi come tensore 
di deformazione. Tali condizioni sono del quarto ordine in quanto gli inva
rianti L  ed M che in esse compaiono attraverso ad sf contengono il tensore E, 
insieme alle sue derivate fino alle quarte. Dalle (16) e (17), tenuto conto della (6), 
si desume allora subito la seguente condizione di congruenza del quinto 
ordine:

(*) Û ©  =  K/! K'* f i *  f i *  - -  =  o .

D ’(*), come la (16) e la (17) dalle quali proviene, è una condizione che il 
tensore E, deve necessariamente verificare. Dim ostriam o ora che l’(*) è altresì 
sufficiente. D im ostriam o propriam ente che se un tensore doppio simmetrico \ ik 
subordinato alla metrica (1) della generica superficie g obbedisce alVifi), allora 
esso proviene necessariamente da un vettore superficiale s in conformità della (2). 

Per ipotesi ora il generico tensore superficiale E, obbedisce all’(*). Posto

(18) T i t =  Si!k+f kli - l ik ( i , k =  1, 2) ,

l’(*) esprime che il tensore doppio simmetrico soddisfa all’equazione:

(19) K /,vK/* T rt =  o.

In  virtù delle (io".) ed (11") lo stesso tensore T ik verifica però anche le due 
identità:

(19') H /!'H MT ,, EEBO (19") =  o .

Dalle (19), (19'), (19") discende allora T ik =  o e quindi:

n̂k (pi[k +  Skfi) , k — I , 2J.

Se il tensore £ obbedisce all’(*), esiste quindi un vettore superficiale (precisa- 
m ente il vettore s* dato dalla (15)) dal quale il tensore % dipende in conformità 
della (2). L a reversibilità della condizione di congruenza (*) rim ane così 
provata. Si conclude quindi che la condizione di congruenza per una membrana 
tesa su una generica superficie è una sola e del quinto ordine.
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Quando venga scritta per esteso, P(*) assume la forma:

(*') Û ©  =  A ik +  Blkr +  Cikrs l lkjrs +  l ik!rsp +
I Tfikrspq r  , -^ìkrspqt r _
I S ik lrspq  T "  F ZzikWspqt O .

I tensori A ìk, B7kr, • • • che neH’(*') si compongono col tensore \ ik e con le 
sue derivate fino alle quinte, dipendono esclusivamente dalle m etrica della 
superficie e sono quindi tu tti esprimibili m ediante il tensore fondam entale.

O sse r v a z io n e .

Per stabilire Y (fi) abbiam o dovuto supporre variabile col posto la curva
tu ra  totale K e diversi da zero i due determ inanti D e D*. Se una delle tre 
condizioni:

(20) K =  costante (21) D =  zir K /rH /r =  o

(22) D* =  ef r (Ai H) /, - A ( K , H ) / r = o

è verificata, la condizione di congruenza risulta di ordine inferiore al quinto. 
Le superficie caratterizzate dalle (20), (21), (22) sono dunque tu tte e sole le 
superficie eccezionali per il problem a della congruenza. Per le superficie a 
curvatura costante ed in particolare per le sviluppabili, dalla (5) discende 
subito la condizione di congruenza del secondo ordine I =  o, la cui rever
sibilità si può provare facilmente. Se è verificata la (21) esiste un legame 
funzionale fra H e K, risulta cioè H =  / ( K ) .  Dalla (7) discende allora:

(7") J  = / '  (K) K H =  A{Kn  H) K !i Sì .

Per la com patibilità delle (5) e (7") deve quindi essere verificata la seguente 
condizione di congruenza del terzo ordine <6h

(23) H J —  A (K , H) I =  o.

Infine per le superficie caratterizzate dalla (22) esiste un legame funzionale fra 
i due param etri differenziali Ai H e A (K , H). Essendo Ai H =  F  [A (K , H)], 
le due equazioni (io ') ed ( i P )  risultano compatibili se e solo se il tensore \  
obbedisce alla seguente condizione di congruenza del quarto ordine:

(24) —  aM =  o (a =  ef> K /f- (Ai H) / r , b -  K /f- A (K , H )/r).

Rim ane tu ttav ia  ancora aperto il problem a di provare la reversibilità (estre
m am ente probabile) delle condizioni di congruenza (23) e (24).

(5) Stabilita da B. Finzi, Sopra il tensore di deformazione di un velo, « Rendiconti del- 
Flstituto Lombardo », 63, 982 (1930).

(6) Stabilita da B. Finzi (loc. c i t p. 981) e ritrovata, con metodo indipendente, da F. 
G ra iff , Sulle condizioni di congruenza per una membrana, << Rend. 1st. Lomb. », 92, 40 (1957).

37*
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I n t e g r a l e  g e n e r a l e  d e l l e  eq u a zio n i in d e f in it e  d i e q u il ib r io .

L. Finzi <7>, in un  lavoro apparso in questi Rendiconti nel 1956, ha mo
strato come la stretta analogia formale che si rileva fra le condizioni di con
gruenza e l’integrale generale delle equazioni indefinite di equilibrio dei 
sistemi continui p l)k =  F* trovi la sua vera origine nel duplice aspetto che 
è possibile dare al principio dei lavori virtuali come rivelatore dell’equilibrio 
e come rivelatore della congruenza delle deformazioni. Applicando il p rin
cipio dei lavori virtuali egli ha stabilito la semplice regola che fa passare 
dall’integrale generale delle equazioni omogenee di equilibrio p ik̂k =  o alla 
condizione di congruenza. Se

(25) Pik =  a ik 1  +  b ikr X lr  +  Cikrs X lrs +  • • '•

è l’integrale generale delle equazioni di equilibrio per varietà bidimensionali 
com unque curve, la corrispondente condizione di congruenza è necessaria
mente la seguente:

(26) Q (Ç) =  a *  l ik — (ò*  l*)!r +  (c * "  l ik)jrs-------- =  o.

Valendosi delle (25). e (26), L. Finzi ha anche indicato come si possa risolvere 
il problem a inverso, come si possa cioè determ inare l’integrale generale delle 
equazioni di equilibrio quando sia conosciuta la condizione di congruenza. 
C. Truesdell infine <8>, analizzando il lavoro di Finzi, ha dedotto la seguente 
regola, duale di quella stabilita da Finzi ed altrettanto  semplice: 

se
Q (Ç) =  A* la  +  l U  £rt/r +  C krs \ ikWs +  • ■ • =  o

è la condizione di congruenza per una m em brana tesa su una generica super
ficie, l ’integrale generale delle equazioni indefinite di equilibrio presenta la 
forma:

^ = A « Z _ ( B a ' X)/,  +  (C ', ” x ) / r , -------

In  virtù di quest’ultimo risultato, anche il problema delVintegrazione 
delle equazioni indefinite di equilibrio per le varietà bidimensionali comunque 
curve è definitivamente risolto. Se A ik, Bzkr, Q!krs • • • sono i tensori dipendenti 
dalla m etrica che compaiono neH’(*') e X =  X (x i > x %) è una funzione arbi
tra ria  del posto, l’integrale generale delle equazioni indefinite si esprime in 
form a invariantiva nel modo seguente:

e*) p ' k —  A’* X   X ) ,r  +  ( C arS x ) / r s -----

( D ^  X W  +  (E "”*  x W  -  d krstit 7Ù ,r ,^

(7) L. F inzi, Legame fra  equilibrio e congruenza e suo significato fisico, « Rend, dei 
Lincei », Ser. VI, 20, 338-342.

(8) C. T ru esd e ll, General solution for the stresses in a curved membrane, «Proc. nat. 
acad. sci. U. S.A. », 43, 1070-1072.


