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Teoria dell’informazione. — Un'interpretazione dell’ intensits
dell’energia informazionale. Nota di GiuseppE LoNgo e FRANCO
BurTAzzoNI, presentata @ dal Socio B. Finzr.

RESUME. — On considére Pénergie informationnelle de M. Onicescu et on montre que

Pintensité de I’énergie informationnelle constitue pour une distribution continue une mesure
de son écart de la distribution uniforme.

§ 1. — INTRODUZIONE.

.

E stata recentemente proposta [1] come misura dell'informazione asso-
ciata ad uno schema finito A costituito da # eventi A;, di probabilita b

A] AZ"'An
(1) A=< >
P1 P2 Dy
dove
(2) Ep":I, (S P}-ZO (z‘:l’...’n%

la quantita

(3) En:Eip?;

detta «energia informazionale dello schema A ». Tale quantita — che & il
valor medio della variabile aleatoria semplice che assume i valori p; con pro-
babilitd p; — assume i valori 1 corrispondentemente allo stato di massima
determinazione (tutte le p; sono nulle tranne una che vale 1), ed 1[n corri-
spondentemente allo stato di massima indeterminazione (tutte le p; valgono 1/7).

L’energia informazionale di Onicescu pud servire [2], sia pure con certe
limitazioni [3], come base per una Teoria dell’Informazione. Recentemente [4]

I'energia informazionale & stata utilizzata anche in connessione con problemi
diversi.

§ 2. — CASO DISCRETO NUMERABILE.

Prendendo in esame il caso di uno schema discreto ma infinito:

A—(Al Az"'An-">
(4) “\pl Do Py

(*) Nella seduta del 20 aprile 1968.



[283] G. Lonco e F. BUTTAZZONI, Un'interpretazione dell’intensita dell’energia, ecc. 521

(<]
con E p;=1¢e p;>0 ({d=1,2, --), & naturale definire la relativa ener-
7=1

gia informazionale mediante la serie:

\wL

1
~

1'
o0

Poiché p2 < p. e ;pi =1, la serie (5) & sempre convergente, e anzi:
=

Eo < 1.

§ 3. = CASO GENERALE.

Sia Q un insieme arbitrario, & una c-algebra di sottinsiemi di Q, cioé
una famiglia di sottoinsiemi, chiusa rispetto alla riunione numerabile e alla
differenza, alla quale appartenga  stesso. Sia poi w una misura elementare
definita su 9, cio¢ una funzione d’insieme reale non negativa numerabilmente
additiva. !

Consideriamo ora un’altra misura ¢, definita anch’essa su & e tale che
¢ () = 1. L’insieme (Q, a, ¢) si dird uno «spazio di probabilita». Even-
tualmente sottraendo alla ¢ una componente singolare (in particolare discreta),
si puo supporre che la ¢ sia assolutamente continua rispetto alla p.

Per il teorema di Radon—-Nikodym, per ogni A € & si puo scrivere allora:

© 0 (&) = [ 5@,

A

dove la g (x) & u — sommabile su ogni A € Q e in particolare su Q. Pertanto
esiste una successione di funzioni elementari {f, (x)} tale che £, (x)1 g ()
per ogni x € Q. Per ogni ¢, si ha: '

) JASED W 1)

dove y (A) ¢ la funzione caratteristica di A ; 4, sono costanti reali positive
oo

distinte fra loro; A; €8 ; U A,, = Q per ogni ¢.
k=1

L’espressione (7) induce naturalmente la partizione di Q data da {A; .},
cui ¢ associata ’energia informazionale:

®) Ero = 3, ¢ (A2 ©.

Per quanto detto nel § 2, 'espressione (8) ha sempre signiﬁéato.

(1) Potra verificarsi ovviamente il caso di partizioni finite.
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La successione di partizioni {{A;;}} (al variare di 7) indotta dalla succes-
sione {f;} puo sempre considerarsi monotona, nel senso che la partizione
{Aii1,2} ¢ piu fine della partizione {A;;} per ogni 7. Infatti e cosi non
fosse, basterebbe considerare in luogo della partizione {A;,;;} la partizione
prodotto {A;;} ® {A;11,;} i cui elementi sono le intersezioni degli elementi
della {A,-,,g} e della {AH-I,/P}‘

Ne segue che la successione {E;.} delle energie corrispondenti alla suc-
cessione delle partizioni {{A;;}} ¢ monotona non crescente; infatti, essendo,
per ogni j:

A= %J Ajp1s
J

j)

per I'additivita della ¢ segue che:
2
# i) =(To s = et i)
7 7

da cui 'asserto, sommando su ambo i membri rispetto a ;.
Si ha anzi lim E;, = o. Infatti, poiché
7—>00
lim sup p (A;z) = o,
i—>o00 £

essendo

Eio = Z:i ¢ (Avg) < sup @ (As) ;1 @ (Aup) = sup o (A,

la tesi segue dall’assoluta continuitd di ¢.

Dunque, se nel caso di uno schema continuo si volesse mantenere la
definizione di energia informazionale data nel caso discreto, il modo pitt
naturale di farlo — quello di un passaggio al limite attraverso una successione
di schemi discreti — porterebbe ad un’energia informazionale nulla.

§ 4. — L”INTENSITA DELL’ENERGIA INFORMAZIONALE.

Conviene pertanto seguire un’altra via, per la cui trattazione ci limiteremo
al caso, pill interessante in pratica, in cui Q & l'intervallo || < K della retta
reale e p ¢ 'ordinaria misura (lunghezza).

Seguendo uno schema gia introdotto per I'entropia da Rényi [35], consi-
deriamo la variabile aleatoria reale £, tale che |&£] < K, alla quale sia asso-
ciata una funzione di ripartizione monotona non decrescente assolutamente
continua f(x); dunque esiste una funzione densitd d (x) tale che, per ogni
|x] <K sia:

) f(x)zfd(t)dz‘zfd(z‘)dt.

—-K
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Alla funzione f(x) si pud associare la funzione d’insieme ¢ (A) (A ora
appartiene alla famiglia dei boreliani sulla retta reale ed € contenuto in
2| < K), cosi definita:

¢ (A) = var /() ©.

Consideriamo ora una successione di variabili aleatorie «semplici» {£%},
cosi definite:

(IO> g(”) — [#E]

”n

dove [x] & la parte intera del numero x. Le v. a. rappresentate dalla (10)
si possono anche definire mediante 'espressione:

oy __ & % E+1
£ = per <Ei< p

(b=—[uK], —[#K]+ 1, --—1,0,1, -, [#K] —1).

A ciascuna variabile aleatoria £ corrisponde una funzione di riparti-
zione discreta (« a scalino») del tipo:

x

() £ 0 =[§k§[f<’éjl)~—f(%)j8<z—— £ g =

[nA—1 K]
2 ) = ) = (B = (50

Ovviamente f (x) — f (x).
Si pud associare alla variabile aleatoria £ I’energia informazionale:

[#K]—-1
o _ fr(AET\ __£(2)2,
(12) B = X /(57— ()
Si vede immediatamente che:
(13) lim E” = o.

quello di considerare la sotto-
; la successione delle corrispon-

Il modo piti semplice di persuadersene

¢
. fn N . —
successione { E*”} per un qualunque intero 7

(2) Nel caso piu generale, alla f(x) data dalla (9) si deve aggiungere una componente

discreta data da:
X

fo () =f2pi8(t—ti) dz,

i
—-K

dove i 7 sono i punti (atomi) in cui ¢ () = $,==0 e 3 (») & la funzione di Dirac.

37. — RENDICONTI 1968, Vol. XLIV, fasc. 4.
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denti partizioni ¢ strettamente monotona, nel senso che ogni partizione ¢ pilt
fine della precedente. Allora, magg1orando la (12), si ha:

(14) ongésgpgf(é:I) ( ) Ek% (é“)_f( )

, —[7K]

=sup /(55 = ()5 () = (550

”n

Il primo fattore dell’ultimo membro della (14) tende a zero per la sup-
posta continuita di f(x), mentre il secondo resta limitato (tende anzi ad 1).

Siccome nessuna ipotesi, oltre a quella della continuitd, & stata fatta
sulla f (x), il risultato espresso dalla (13) € valido in generale. Dunque I’ener-
gia informazionale, definita per le distribuzioni continue come limite della
successione di energie relative ad una successione di distribuzioni elementari
che tenda alla distribuzione data, non caratterizza affatto la ripartizione.
Infatti qualunque essa sia, la sua energia ¢ sempre nulla.

Osserviamo ora che per # fissato si hanno 2 [#K] atomi per la £%. 11 mi-
nimo valore per I'energia di una variabile aleatoria discreta avente 2 [#K]

valori ¢ dato da 2—[:sz e corrisponde al caso equiprobabile. Quindi:
() I
E” = 2[#K] ’
ovvero:
(13) E®.2 [#K] > 1.

. I W . . .
Ovviamente, anche KT ¢ infinitesima per #— oo, e con un pas-

saggio al limite la (15) ci assicura che E” ¢ un infinitesimo di ordine non
. I
superiore a ———
p 2 [#K]
D’ora in poi sostituiremo #K a [#K] — com’¢ lecito fare — se cid ci sem-
brera opportuno @),

Supponiamo ora che la funzione di densitd d (x) sia continua nell’inter-
vallo chiuso |x| < K. Consideriamo il

(16) lim E®.2 %K = lim 2 #K- niég (é_}_I) f< )(

=2 K lim nEk (éj;1>—f(%)%2;

7n—>00 ——nK

poniamo ora, per # fissato:

(17) M® = sup | (L5 —7 ()]

(3) Tale sostituzione & legittima poiché lim K]
7n—>00

= K ed & questo rapporto che

interessera particolarmente (cfr. (18)).
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Dalla (13) segue allora:

(18) lim E”. 2K <2K- lim nM(”)”KE_: 3 f (ﬁr_l) 7 (f;)l —

7n—>00 7n~>00 —nK 7 7))

= 2K lim {z-M®} f(l?—’i{—]>——f<___~[”K])$.

7 —>00 7

Poiché la f & continua,

1imf([”K]) —fK)=1 e hmf(—[’ilﬂ) f(—K)=o

n—>00 7 —>00

(cfr. nota @) e dunque:

(19) lim E®.2 %K < 2 K lim 7-M®.

7 —>00 7 —>00

Ancora per la continuita della f, per ogni valore di £ e per # fissato si
puo scrivere:

£ 'y &
(20) ) A (5) =5 ) =5 d G,
dove %gxk < é:I ; e quindi, per la (17):
M® = sup — Ld (= = sup d (x0),

e, posto sup d (x8") = D, dalla (19) segue:
’

(21) lim E”.2 %K < 2 K lim D® = 2 KD,

n—>00 7—>00

dove D = lim D® ¢ il massimo della funzione d (x) nell'intervallo chiuso
7n—>00

|x] <K, in cui essa & per ipotesi continua.
Per la (15) e per la (21) si ha dunque:
(22) 1 < lim 2#2K-E” <2 K.D.

7 —>00

Dunque, se esiste il lim 2#K.E® si pud concludere che E® & infini-
tesima come 1/x. e

Per trovare l'espressione del limite che compare nella (22), sfruttiamo
ancora la (20). Si ha dunque:

nK—1 zK—1
(23)  lim 2 #K-E”= lim 2 #K }_‘,k% d(x(")); <2 Klim ¥, - d* () =

n—>00 n—>00

K
= szd%;)dx,
4
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espressione che ha senso, poiché la d (x) ¢ limitata nell’intervallo d’integra-
zione. Si pud ovviamente dedurre che:

K
(24) HH]%E@==Jd2@>¢L
n—>00 “x

§ 5. — CONCLUSIONT.

L’integrale che figura al secondo membro della (24) ¢ stato chiamato [1, 2]
«intensita di energia informazionale». Si & dunque visto che il suo signifi-
cato, a meno della costante 2 K, ¢ quello di fornire una certa misura dello
scostamento della distribuzione f(x) da quella uniforme f(x) = ﬁ x 4+ %

\

sull’intervallo |x| < K. Tale scostamento ¢ stato misurato a partire dalla
successione
E®
[
2nK

dei rapporti tra le energie informazionali corrispondenti. In generale a fun-
zioni f (x) continue e dotate di derivata prima d (x) continua nell’intervallo
|#] < K, corrispondono diversi valori del numero

K
y:szf@Nm
—-K

che ne costituisce pertanto una caratterizzazione. Come si & visto, per I'in-
tensita I, valgono le limitazioni:

1< I,<2KD,

dove D = max d(x). Si ha I; =1 nel caso uniforme, mentre scostamenti
x| <K :

via via crescenti da questo caso corrispondono a valori di I, sempre maggiori.
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