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Teoria dell’ in form azione.----Uri interpretazione dell’intensità
dell’energia mformazionale. Nota di G iuseppe Longo e F ranco 
B uttazzoni, presentata0  dal Socio B. F inzi.

R é s u m é . — On considère l’énergie informationnelle de M. Onicescu et on montre que 
l’intensité de l’énergie informationnelle constitue pour une distribution continue une mesure 
de son écart de la distribution uniforme.

§ i. -  Introduzione.

E sta ta  recentem ente proposta [1] come m isura dell’inform azione asso­
ciata ad uno schem a finito A  costituito da n  eventi di probabilità p {\

( 0
Aa A 2 • • • A  A

, P l  P ^  P n ] '

dove

(2)

la quan tità

(3)

X  P i  =  1 » e  p i > o  ( i  =  1
i =  l

detta  «energia inform azionale dello schema A ». Tale quan tità  -  che è il 
valor medio della variabile aleatoria semplice che assume i valori p { con pro­
babilità p .  ~ assum e i valori 1 corrispondentem ente allo stato di m assim a 
determ inazione (tu tte le p { sono nulle tranne una che vale 1), ed 1 [n corri­
spondentem ente allo stato di m assim a indeterm inazione (tutte le p.  valgono 1 (ri).

L energia inform azionale di Onicescu può servire [2], sia pure con certe 
lim itazioni [3], come base per una Teoria delfiInform azione. Recentem ente [4] 
1 energia inform azionale e stata  utilizzata anche in connessione con problemi 
diversi.

§ 2. -  Caso discreto numerabile.

Prendendo in esame il caso di uno schema discreto m a infinito:

(Kx A 2 . . . A * . . . . \

\ P l  P 2 '  ■ • P n ‘ '  7

(*) Nella seduta del 20 aprile 1968.
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00

con ' 2  A  =  1 e Pi >  °  (i =  1 , 2 , • • •), è naturale definire la relativa ener-
i — 1

già inform azionale m ediante la serie:

00

(5) E to==, § ^ -

00

Poiché p ^ . ^ p .  e 2  A  =  i, serie (5) è sem pre convergente, e anzi:
ì—i

Eoo <  i.

§ 3. -  Caso generale.

Sia £ì un  insieme arbitrario , 61 una cr-algebra di sottinsiemi di £2, cioè 
una famiglia di sottoinsiemi, chiusa rispetto alla riunione num erabile e alla 
differenza, alla quale appartenga £ì stesso. Sia poi [jl una m isura elem entare 
definita su &, cioè una funzione d ’insieme reale non negativa num erabilm ente 
additiva.

Consideriam o ora u n ’altra  m isura 9, definita anch’essa su 61 e tale che 
9 (Q) =  i . L ’insieme (£ì , 61 , 9) si d irà uno « spazio di probabilità ». E ven­
tualm ente sottraendo alla 9 una componente singolare (in particolare discreta), 
si può supporre che la 9 sia assolutam ente continua rispetto alla fx.

Per il teorem a di R adon-N ikodym , per ogni A  e 61 si può scrivere allora:

(6) <p (A) =  ( g (x) \x (dx),
À

dove la g  (x) è fx -  som m abile su ogni A  e 61 e in particolare su £ì. Pertanto  
esiste una successione di funzioni elem entari { f n (x)}  tale che J „ ( x ' ) \ g { x )  
per ogni x  e £3. Per ogni i , si ha:

00

(7) / , ( * )  =  Z »  * x (
1 ik

dove x  (A) è la funzione caratteristica di A  ; hik sono costanti reali positive
00

distinte fra loro; A,-^ € 61 ; ( j A,-,* =  £ì per ogni i.
k = i

L ’espressione (7) induce naturalm ente la partizione di Q data  da {A,-,*}, 
cui è associata l’energia informazionale:

00

(8) E ,00 =  X ì ?2 (Am ) (1)-

Per quanto  detto nel § 2, l’espressione (8) ha sem pre significato.

(1) Potrà verificarsi ovviamente il caso di partizioni finite.
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L a successione di partizioni {{A,-,*}} (al variare di ì) indotta dalla succes­
sione .{/,•} può sem pre considerarsi m onotona, nel senso che la partizione 
{A,+i^ }  è più fine della partizione {A*-,*} per ogni i. In fatti Se così non 
fosse, basterebbe considerare in luogo della partizione {A(+M } la partizione 
prodotto  {A,-^} ® {A,-+i^ }  i cui elem enti sono le intersezioni degli elementi 
della {Ay,*} e della {A!+1>̂ }.

Ne segue che la successione { EJ00} delle energie corrispondenti alla suc­
cessione delle partizioni {{A,-,*}} è m onotona non crescente; infatti, essendo, 
per ogni j :

A»,y U ■A('̂ _i)i . ,
k. J
J

per l ’additiv ità della cp segue che:

<P2 (A*,y) =  ( 2  9 (A,-+1,l.)T > Z ? 2 (A,-+i,ì.),
\ *j ) kj

da cui l ’asserto, som m ando su ambo i m em bri rispetto a j.
Si ha anzi lim E zoo =  o. Infatti, poiché

i —¥■ OO

lim  sup (x (Am ) =  o,
i~> OO k

essendo
OO OO

E,'oo =  X  92 (Ai , t )  <  sup <p (A,-)Ä) X  <P (Ai , k )  =  sup cp (A,-,*),
k - 1  k k = l  k

la tesi segue dall’assoluta continuità di cp.
D unque, se nel caso di uno schema continuo si volesse m antenere la 

definizione di energia inform azionale data  nel caso discreto, il modo più 
natu rale  di farlo — quello di un passaggio al limite attraverso  una successione 
di schemi discreti -  porterebbe ad u n ’energia inform azionale nulla.

§ 4. -  L ’intensità dell’energia informazionale.

Conviene pertanto  seguire u n ’altra via, per la cui trattazione ci limiteremo 
al caso, più interessante in pratica, in cui Q è l’intervallo |;r | <  K della re tta  
reale e pi è . l ’ordinaria m isura (lunghezza).

Seguendo uno schem a già introdotto per l’entropia da Rényi [5], consi­
deriam o la variabile aleatoria reale tale che | E, | <  K, alla quale sia asso­
ciata una funzione di ripartizione m onotona non decrescente assolutam ente 
continua /  (x ); dunque esiste una funzione densità d (x) tale che, per ogni 
\x \  <  K  sia:

X

f  (x) =  J  d ( t )d t  =
— OO

dt .(9)
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Alla funzione f  (x) si può associare la funzione d ’insieme 9 (A ) (A ora 
appartiene alla fam iglia dei boreliani sulla re tta  reale ed è contenuto in 
\ x  \ <  K), così definita:

9 (A) =  var /  (pc) (2).
A

Consideriam o ora una successione di variabili aleatorie « semplici » { } ,  
così definite:

(io) ç(-)= WLv '  n

dove [x] è la parte  in tera del num ero x.  Le v. a. rappresentate dalla (io) 
si possono anche definire m ediante l ’espressione:

X̂n) _ k
n per k +  i 

n

(k =  — [^K] , —  [nK] +  i , • -------i , o , i , • • •, [nK] — 1).

A  ciascuna variabile aleatoria corrisponde una funzione di riparti­
zione discreta (« a scalino ») del tipo:

O vviam ente
Si può associare alla variabile aleatoria ^  l’energia informazionale:

c »

Si vede im m ediatam ente che:

(13) lim E w =  0.
« - > 0 O

Il m odo più semplice di persuadersene è quello di considerare la sotto­
successione per un  qualùnque intero n\ la successione delle corrispon-

(2) Nel caso più generale, alla/(^:) data dalla (9) si deve aggiungere una componente 
discreta data da:

X

/ d  (*) =  J s  A 8 *ì> d />
- k ’

dove i t{ sono i punti (atomi) in cui 9 (L) =  p .  =|= o e 8 (x) è la funzione di Dirac.

37. — RENDICONTI 1968, Vol. XLIV, fase. 4.
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denti partizioni è strettam ente monotona, nel senso che ogni partizione è più 
fine della precedente. Allora, m aggiorando la (12), si ha:

Il prim o fattore dell’ultim o m em bro della (14) tende a zero per la sup­
posta continuità di f  (x), m entre il secondo resta lim itato (tende anzi ad 1).

Siccome nessuna ipotesi, oltre a quella della continuità, è stata fa tta  
sulla f  (x), il risu ltato  espresso dalla (13) è valido in generale. D unque l’ener­
gia inform azionale, definita per le distribuzioni continue come limite della 
successione di energie relative ad una successione di distribuzioni elem entari 
che tenda alla distribuzione data, non caratterizza affatto la ripartizione. 
In fa tti qualunque essa sia, la sua energia è sem pre nulla.

Osserviam o ora che per n  fissato si hanno 2 [^K] atom i per la Il m i­
nimo valore per l’energia di una variabile aleatoria discreta avente 2 [nK] 
valori è dato da y — j e corrisponde al caso equiprobabile. Quindi:

ovvero:

E w > 2 [nK]

OS) E(W)-2 [^K ] >  I .

O vviam ente, anche .  ̂[nK\ è infinitesim a per n - ^ o o ,  e con un pas­

saggio al lim ite la (15) ci assicura che E (w) è un  infinitesimo di ordine non 
superiore a •

D ’ora in poi sostituirem o n K  a [nK] -  com ’è lecito fare -  se ciò ci sem­
brerà opportuno <3b

Supponiam o ora che la funzione di densità d (pc) sia continua nell’in ter­
vallo chiuso \ x  \ <  K.  Consideriamo il

nK-l

<16> , ' r „ E<" ■3 ” K = 3 ” K  - S  k  444 - 44)! -

= 2 K ,ii m„ , ‘ £ * i / ( j4j - ) - / (4) r :

poniam o ora, per n  fissato:

(■7) M « =  s u p j / ( A ± i ) - / ( 4 - ) j .

(3) Tale sostituzione è legittima poiché 

interesserà particolarmente (cfr. (18)).

V  l > K l  J  ,lim --------- =  K ed e questo rapporto che
«—>00 ^
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D alla (15) segue allora:
»K—1

(18) lim E w • 2 n K  <  2 K  • lim n M (n) 2 * / ( L ± i )  _ /
k - > o o  n —> 0 0  - mK ( V ̂  /

=  2 K  lim {« • M w } j /  _ /  ( z z M
A » / \ »

Poiché la /  è continua,

,l„ / ( i ? 1) = A K ) _ I .  l t o / ( = m ) - / (- K ) - o

(cfr. nota <3>) e dunque:

(19) lim E w • 2 n K  <  2 K  lim n  • M w .
n~>oo « ~»oo

A ncora per la continuità della / ,  per ogni valore di k  e per ^  fissato si 
può scrivere:

0 ° )  /  - /  (4 ) -  4  • / '  (4 °) =  4  ■ <1 <4 -’) ,

dove — <  0 $ <  ^ 1 ; e quindi, per la (17):

M (w) =  sup -  d ( x f )  =  ~  sup d (4 ° )  ,
k n  n  k

e, posto sup d ( x ^ )  =  D (̂ , dalla (19) segue:
k

(21) lim E w • 2 « K  <  2 K  lim D w =  2 KD,
n - >  00 »-»00

dove D =  lim D (w) è il massim o della funzione d (x) nell’intervallo chiuso
n~>  00

I x  I <  K, in cui essa è per ipotesi continua.
Per la (15) e per la (21) si ha dunque:

(22) i <  lim 2 ^ K - E w <  2 K - D .

D unque, se esiste il lim 2 n K - E (n\  si può concludere che E (n) è infini­
tesim a come i jn.  «->oo

Per trovare l ’espressione del limite che com pare nella (22), sfruttiam o 
ancora la (20). Si ha dunque:

« K - l  « K - l

(23) lim 2 n K  • E w =  lim 2 n K  — d ( x f )  <  2 K  lim %  -  d2 (4 °) =
« - > 0 0  n ~>oo — nK \ n ) n~^oo —nK n

K

=  2 K  [ d2 (x) àx ,
-K
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espressione che ha senso, poiché la d (x) è lim itata nell’intervallo d ’in tegra­
zione. Si può ovviam ente dedurre che:

K

(24) lim =  ! d2 (x) d x .
»-» 00 J

- K

§ 5. -  Conclusioni.

L ’integrale che figura al secondo m em bro della (24) è stato chiam ato [1,2] 
« intensità di energia inform azionale ». Si è dunque visto che il suo signifi­
cato, a m eno della costante 2 K, è quello di fornire una certa m isura dello 
scostam ento della distribuzione f ( x )  da quella uniform e f  (x) =  x  +  —
sull’intervallo \ x  \ <  K. Tale scostam ento è stato m isurato a partire dalla 
successione

dei rapporti tra  le energie inform azionali corrispondenti. In  generale a fun­
zioni f  (x) continue e dotate di derivata prim a d ( x )  continua nell’intervallo 
\ x \  <  K, corrispondono diversi valori del num ero

K

1/  — 2 K f  d2 (.x ) dx,
- K

che ne costituisce pertan to  una caratterizzazione. Come si è visto, per l’in­
tensità If ,  valgono le limitazioni:

i <  1/  <  2 KD,

dove D =  m ax d (x ) .  Si ha l / =  1 nel caso uniforme, m entre scostam enti
> |  < K

via via crescenti da questo caso corrispondono a valori di lf  sem pre maggiori.

B ibliografia.

[1] O. Onicescu, «C. R. Acad. Sc. Paris», t. 263, 841-842 (1966).
[2] O. ONICESCU, Seminario presso l’Istituto di Meccanica dell’Università di Trieste (1967).
[3] J* ACZÉL e Z. DàRÓCZY, «Acta Mathematica Academiae Scientiarum Hungaricae », t.

XIV, 95-121, Budapest 1963.
[4] A. Perez, Sur Vénergie informationnelle de M. O. Onicescu, « Rev. Roum. Math. Pures

et Appi. », t. XII, n. 9, 1341-1347 (1967).
[5] A. RÉNYI e J. Balatoni, Über den Begriff der Entropie. «Arbeiten zur Informationstheorie»,

I, VEB, Berlin 1961.


