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Analisi matematica, — Su  alcuni problemi concernenti le equa­
zioni integro-differenziali ordinarie ad argomento ritardato. Nota I di 
D em etrio  M angeron n  e M ehmet Namik O g u z to r e lì^ , presen­
tata dal Socio M. P icon e.

SUMMARY. ■—  Various systems of ordinary integro-differential equations with delayed 
arguments of the form (i), (2); (6), (7), and (12), (13) are considered and solutions are 
established by the method of successive approximations and by the Picone method of strips. 
Certain related perturbation problems are also discussed.

1. Gli schemi m atem atici dei fenomeni fisici si sono sviluppati in un numero 
cospicuo di direzioni tra  cui quella spettante alle equazioni ad argomento 
ritardato  si è rigogliosamente sviluppata in questi ultim i anni grazie ai lavori 
di C. C orduneanu [1], L. E. E ls’goltz [2], A. H alanay  [3], L. E. Krivoscein [4],
D. M angeron [5], A. D. M yskis [6], S. B. N orkin [7], M. N. Oguztoreli [8],
E. Pinni [9] ed altri ancora.

In ciò che segue gli A utori enunciano i seguenti teoremi concernenti 
lo studio delle equazioni integro-differenziali ordinarie con argomento ritardato  
rim andando il lettore per gli sviluppi algoritmici ed altri aspetti del soggetto 
ad un loro articolo di prossim a pubblicazione nelle pagine del Bollettino 
deir Istituto Politecnico di la si  (1).

2. Si consideri il sistema integro-differenziale

( i ) y k =  F* (**) (***) I #  , y i (x) , y 2 ( x ) , ■ • , y H (x) ; y i  (ai (*))', y 2 (ai (x)) , - - - , y „ (  ai (x)) ; 

• • • ;yi (<Xp(x)}, n  (<*p(x)), ■ ■ ■,y„ (xp(x)) ;y \(a i (x) ) , y 2 (ai (x)) , ■ ■ ■, y'„ (ai(*)) ;

X

■ • ■ ÿi(«-p(x)) , y'ì(«-p( x ) ) ■ -,y'„( <zt (x)) ; j  3Ck [x , t  , y i  (t) , y 2(t),- ■■,yn(t)-,

(*) Istituto Politecnico di lasi, Romania. Attualmente in qualità di « Visiting Professor » 
nell’University of Alberta, Department of Mathematics, Edmonton, Alberta, Canada. The 
first of the authors wishes to express his sincere thanks to the University of Alberta for 
the invaluable conditions offered to him to develop his work in the Department of Mathe­
matics of this University.

(**) Department of Mathematics, University of Alberta, Edmonton, Alberta, Canada*
(***) Nella seduta del 9 marzo 1968.
(1) Sottolineiamo che l’esposizione di vari aspetti attinenti alla presente Nota trovasi 

con le dovute estensioni nelle tesi di laurea tutt’ora in elaborazione dovute a K. B. Barata- 
liev [io] e T. Amankulov [11], conseguite sotto la guida del Prof. L. E. Krivoscein e conte­
nenti le dovute citazioni dei lavori degli AA.
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n  (“i (0 ) . ^2 («1 (*)) , ••• ,  y n («100) ; • • ■ ; 71 (*, 00) » n  0 0 ) , ■ ■ ■, y n (« , 00) ;

y ’i («1 00) , y r2 («1 OO) - ,y'n («i (0) ; • • • ;y'i (a* (*)). y '2 («, (0)) ,■ ■■,y'„{yp 00)] d/=
a;

— ̂ { x , y v(x) , y v (ay(x)) , y v(<Xj(x)) , j* 3C&[x, / , j/v(£) (ay(0) > JVv (a>00)] d t },
a

(k , v =  I , 2 ,• • - , n ; j  =  I , 2 ,• • - ,P) ,  

ove le funzioni incognite y k (x) soddisfano alle condizioni

(2) y f  =  $ ( x )  (* =  o , I ; k =  i , 2 • -, n), per ^ e E , = u E y

e ove si è posto

Ey =  { x >  a ; ay (x)> a } .

In  ciò che riguarda le funzioni note che figurano nelle equazioni (i), si 
fanno le supposizioni seguenti:

a) L e funzioni di ritardo ay (x) <  *  ( j  =  i , 2 , • • •, p)  sono continue 
per x  e [a , b];

b) Le funzioni sono continue nei loro argomenti nel dominio

( I n  V
(3) ® = U < ^ < ^ , H X b v ) W | < H , | y i ( ^ ) j < H ,

( t—0v=l )
X

Ï4 (%) =  J  y v (t) , y v (a.j (t)) , y \  (09 (7 ))] d t

ed ivi lipschitziane;
c) Le funzioni 3Ì% sono continue pur esse nei loro argomenti nel dominio

( I n
(4) =  ] a <  x <  t <  b , X Z I ^ W ! < h( *=0 V — 1
ed ivi lipschitziane, le condizioni di lipschitzianità trascrivendosi come segue

(5)

x

^x , y v(x) , y v («,(*)) ,y'v (a /* )) , J  3Ct [x , t , y v(t) ,yv (<*(/)) , y n (09(2))] d/j

|d il>z v  ('*') > z y (*/ (-*")) > > ? > z v (f) >z v  (K/(^)) 1 •S'v (09OO)]
a

n i  l p
<> 2 )  Lov*(*) \yv(x)—zv (x) I +  22 2 L> * (* )b % 90*0) — 4 ° (09(E)) | +- v 1f 2=0y=o

a;rr 1 *
+  / M0v*(*, t) \yv(t) zv(t) 1 +  2 2  M *,(*, /) I

«/ L 2=o y=i
d^J •
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Supponiam o inoltre che ha luogo Tineguaglianza

n ( P .
2  ) 2 )  Ljyk (x) +

k , y = l  ( y = l  0
Lov/è (x).+ 2  Q-v'yk (x) +  \}jyk (x) +  M}vk ( x , t) +

/'=1

+ Mo v£ (x  , t) + 2  (MyU ( x  , t) + Myv£ (t , t))
7 = 1

dT d  ̂ <  I , , £ } .

È valido il seguente

TEOREMA i . Nelle ipotesi d i p iù  sopra il problema (1), (2) possiede nel- 
Vintervallo [a , a f i  h\ una soluzione unica continuamente differenziabile, ^  
può essere costruita mediante il  metodo delle approssimazioni successive. Tale 
soluzione inoltre dipende continuamente dalle piccole perturbazioni delle fu n ­
zioni note , Sik e clj (x) , <p£) (x) che figurano nelle (1), (2).

3. Si consideri ora l’equazione integro-differenziale ad argomento ritardato

(6) 3/' (x) = f \ x , y  (x) , ÿ  (oc(*))] +  J  5C [x , t , y  (a (t)) , y '  (a (*))] di
a

con le condizioni per la funzione incognita y  (x):

(7) y (i) (x) =  o (* =  o , i) , x e E a , f [ a , o , o ]  =  o,

ove le funzioni note /  e sono definite rispettivam ente nei domini $  e ®x 
che se ne deducono particolarizzando in modo adatto  i domini (3) e (4), sono 
continue in x  e t e analitiche in yM(i  =  0, 1) ,  hanno luogo cioè gli sviluppi

OO
(8) f \ x , y  (x) , y ’ (oc (*))] == X  A tJ (x) [y ( x ) f  [ /  (a (x))]*,

k, j=Q

00
SC[x , t , y ( x  (l)) , y '  (oc (?))] =  X  [y (« (0)]* [ ÿ  (<* 00) K

k , j =  0

Si ha inoltre

(9) m ax
©

df[x,y(x), /  («(*))] 
d/  (a (x)) =  9<  r -

H a luogo il seguente

T eorem a  2. La serie

( 10) Z (x) — (p0 (x) +  Xcp! (x) +  • • • +  (x) +  • • * ,

ove z (x) e soluzione delVequazione « perturbata »
»

(11) s' (x) = f [ x  , (x) , Xar' (*)] +  J <3C [a; , t , (a (*)) , X*' (a (*))] di
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dell'equazione (6), è convergente nel dominio

g  =  {— I <  X< i , a <  x <  b }

e soluzioni approssimative del problema (6), (7) se ne ricavano, prendendo, 
per X =  1, varie somme parziali della serie (io).

A ltre formulazioni del processo iterativo presentato nell’am bito del Teo­
rem a 2 si hanno utilizzando un recente lavoro dovuto a H. K napp [12] e 
consacrato all’elaborazione di un processo generale iterativo per la ricerca 
di soluzioni dei sistemi differenziali.

4. In  un  lavoro dovuto al primo degli AA. consacrato allo studio dei 
problem i di unicità, esistenza e determ inazione delle soluzioni delle equazioni 
di tipo « composito » secondo H adam ard  [13] si è fatto uso dovuto del metodo 
delle strisele connesse alle date, escogitato dall’insigne M aestro M. Picone [14].

A pplicando il m etodo delle strisele all’equazione integro-differenziale 
lineare con argomento ritarda to

1

(12) y  (x) =  /  (x) +  j  [dC0 (x , t) y  (t) +  Sii (x , t) y  (oc (/))] dt,
o'

ove y  (x) è sottoposta alle condizioni

(13) y&(x) =  o (i =  o , 1) , * e Eo , y  (o) = / ( o )  =  o,

e le funzioni a (x) <  x  , / (x) , dC0 (x > t) , (x , t), sono date, continue per 
o <Ç x  , t<  1 , dCo (x , t) e= dii (x , t) — o , x  e Eo m entre l’unità non è un auto­
valore del nucleo

1

(14) 3Ì \(x  , t) +  /  <$0 (x , t )  dv =  dCl (x , t) -f- JC2 (x , t)

(15) P =  m ax [ I dii (x , t) I +  I dC2 (x , t) \ ] dt >  1,
[0,1] J0

si possono determ inare per via algebrica i funzionali incogniti E,- che com­
paiono nell’equazione

1

(16) z (x) [Mi (x , t) z (f) +  M2 (x , t) z (a (^))] dt  +
0

+  2  t i  (X) e,. = f ( x )  + M M  +  2  y» (x)  E,-,
Ì—1 2=1

che sostituisce il sistema (12), (13) non appena si fa u n ’apposita scelta 
dell’operatore M (z).

Si osserva, in fine, che il caso P <  1 è molto più semplice.
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