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Meccanica razionale. — Sulle basi della termodinamica delle 
miscele Nota di C l if f o r d  T r u e s d e l l , presentata ^  dal Corrisp. 
G. F ic h e r a .

Summary. — The author’s method of 1957 is applied so as to derive the general 
Clausius-Duhem inequality for mixtures, independent of equations of state or other consti­
tutive assumptions.

I. Posizione del problema. -  Sebbene molti autori si siano occupati 
della term odinam ica delle miscele basata su una disuguaglianza che dovrebbe 
estendere ai mezzi eterogenei quella di Clausius e D uhem  per i mezzi semplici, 
purtroppo non sem bra che sia stato ancora raggiunto un consenso unanim e 
sulle relazioni fra il flusso totale dell’entropia ed i flussi delle entropie dei 
com ponenti (L.

In due Note pubblicate in questi Rendiconti undici anni or sono, ho 
costruito u n ’arm atura  generale per esprimere gli scambi di massa, di im ­
pulso, e di energia nella term om eccanica delle miscele, m a venendo alla 
parte  term odinam ica, mi sono limitato, in m ancanza di meglio, alle consi­
derazioni basate sulle cosiddette equazioni di stato (§§ 9-12).

O ra che si sa qual’è la vera term odinam ica, indipendentem ente dagli 
assiomi di carattere costitutivo, non mi sem bra fuori del giusto indicare nella 
N ota attuale come si costituisce la disuguaglianza generale per le miscele, 
sem pre seguendo le linee da me indicate per la term om eccanica, e cioè:

1) Per descrivere il moto di un componente, lo si può im m aginare 
isolato da tu tti gli altri, purché siano ben prese in considerazione tu tte  le 
azioni esercitate su esso dagli altri componenti.

2) Ogni proprietà del movimento medio è conseguenza m atem atica 
delle proprietà dei componenti.

3) Le equazioni che reggono il moto medio della miscela coincidono 
con le equazioni che reggono il moto di un mezzo semplice. (*) (**)

(*) Lavoro eseguito coll’aiuto di una cessione dalla U. S. National Science Foundation 
alla Johns Hopkins University.

(**) Nella seduta del 9 marzo 1968.
(1) La prima teoria soddisfacente della termodinamica delle miscele di fluidi viscosi 

(anche lineari) è stata esposta recentemente da I. MÜLLER, Archive for Rational Mechanics 
and Analysis, 28, 1-39 (1968). In questa memoria si trova anche una critica di altre teorie 
proposte. Le ipotesi del prof. Müller sono tali da permettergH di evitare la necessità di pre­
cisare il ruolo delle entropie parziafl.

(2) « Sulle basi della termodinamica I e II », questi Rendiconti, Ser. 8, voi. 22, 33-38, 
158-166 (1957). L’analisi presentata in queste Note è stata estesa agli effetti elettromagnetici 
nei materiali eventualmente soggetti a coppie di contatto e dotati di impulso angolare interno 
da P. D. Kelly, International Journal of Engineering Science, 2, 129-153 (1964).
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Poiché il m etodo rim ane precisam ente quello delle mie Note precedenti, 
ed anche per evitare le ripetizioni inutili, conservo le notazioni di quelle Note 
e scrivo qui solo un nuovo paragrafo che potrebbe considerarsi da sostituire 
ai §§ 10-12 del mio lavoro del 1957.

2. Disuguaglianza calorica. -  Sia r\A il calorico (cioè, « l’entropia parziale 
specifica ») del componente A, e siano dA e <pA le sue tem perature rispetto 
alla conduzione ed alla radiazione <3 4>. A m m ettiam o che 0^ >  o , <pA >  o. 
A nalogam ente a (4.1), (6.1) e (7.1), definiremo la rapidità calorica del 
com ponente A  m ediante l’equazione

( 0  P̂ ìa =  Pa ^a  — div (hA /dA) —  pA çA/(pA .

Con ciò r\A ^  o è condizione necessaria e sufficiente affinché agli effetti 
del suo calorico il componente A  si comporti come se fosse isolato. Il calorico 
totale 7] risulta semplicemente come somma dei calorici parziali r\A :

K

(2) *y] = X  ca Va .
A =  1

Som m ando la (1) sui componenti ed adoperando la (2) e le Eqq. (4.6), 
(6.6) e (7.9) delle mie Note già citate, si ottiene l’identità

K

(3) pv) — div 0  — pj- =  p 2  +  £4 Va ) ,
A  =  1

ove
K

(4) 0 = X  (hAIQA — pA r)A UA),
A =  1 

K

(5) ' s  =  S  CA  Ça I ^ A  y
A  =  1

da cui segue il

T e o r e m a . Affinché sia

(6) p7) div 0  -f- pj,

occorre e basta che
K

(7) ^  (y\A +  £a  tìa) A o .
A =  1

(3) H contenuto dei §§ 10-12, ove ci si limita alle conseguenze delle «equazioni di 
stato », rimane giusto, ma le dimostrazioni dovrebbero essere modificate secondo il punto di 
vista attuale. Ad esempio, la (10.4) non dovrebbe intendersi più come una definizione, ma 
risultare come conseguenza quando l’ipotesi costitutiva (10.3) si sostituisce nella disugua­
glianza (6) nella Nota attuale.

(4) Per un mezzo semplice, la termodinamica con eventuali due temperature è stata 
costituita in modo assiomatico in una memoria elegante di M. E. Gurtin e W. W illiams, 
Archive fo r  Rational Mechanics and Analysis, 26, 83-117 (1967).
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L a (6) è la disuguaglianza d i C lausius-Duhem per le miscele. Secondo 
la (7), questa disuguaglianza si interpreta come segue:

la som m a degli increm enti di calorico r\A che derivano dallo sbilancio 
del calorico di un com ponente particolare, e dei calorici cA r\A risultanti 
dalla diffusione della m assa creata dalle trasform azioni, deve essere non­
negativa.

Si osservi che le forze di m assa Sa  non danno alcun contributo alla sor­
gente s del calorico totale, e che il flusso 0  del calorico totale include non solo 
quello dovuto al flusso della energia, cioè hA/QA , m a anche quello dovuto al 
trasporto  del calorico v\A m ediante le correnti della diffusione.

Per in terpretare i risultati, basta considerare il caso speciale in cui tu tti 
i com ponenti hanno tem perature comuni, (pA =  cp e 0̂  =  0 , A =  1 , 2 , • • •, K. 
In  tal caso, la (5) diventa coll’aiuto della (9.1)

(8) <pj =  q1,

ove qY è la sorgente interiore della energia in terna totale. Se le forze di massa 
che agiscono sui componenti sono uguali fra loro, cioè f A =  / ,  A  =  1 , 2 , • • •, K, 
allora q1 =  q , la sorgente totale della energia interna totale, e la (8) si riduce 
alla form ula proposta da Toupin e da me nel i960, cioè 9s =  q.

Possiamo ugualm ente paragonare il flusso calorico <P coi flussi h  ed /q 
della energia in terna totale, definiti dalla (7.3) e dalla (9.1). R isulta

K

(9) 6 ^  =  h - f -  2  Ca ua >
A - l

K

=  h  +  0 2  ?a  yA uA
A =  1

ove

(5 * * * * 10) Ca — Ta  pA -f- —  u Aj i.
Se ogni com ponente è un fluido perfetto, TA = — pA 1, e dalla (io) segue

( 11) CA = 9a ̂Pa IPa + Ì>a + —  i.
Come ho dim ostrato nel § 11 della mia N ota già citata, se uA =  o il coefficiente 
del tensore 1 nella (11) è il potenziale chimico del componente A  secondo la 
term ostatica classica. Quindi, possiamo riguardare la CA nel caso generale 
come i l  tensore del potenziale chimico <6>, senza ricorrere ai concetti dell’equi- 
librip o delle « equazioni di stato».

(5) Disuguaglianza (258.3) del trattato «The Classical Field Theories» «Handbuch
der fhysik», I ll/r , Berlin, Göttingen, Heidelberg, Springer i960.

j(6) Un tensore k A  che generalizza il potenziale termodinamico è stato introdotto quale
concetto primitivo nella teoria di R. M. Bowen, Archive for Rational Mechanics and Analysis,
24i 37°“4°3 (1967)» ma secondo le sue Eqq. (3.3), (4.4), (4.5) e (4.6) non sembra coincidere
col mio C A ---- ~  PA UA 1 se non nel caso speciale in cui valga la (11).


