
ATTI ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

CLASSE SCIENZE FISICHE MATEMATICHE NATURALI

RENDICONTI

Demetrio Mangeron, M. N. Oǧuztöreli
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Meccanica razionale. — Nuove equazioni della Meccanica ana­
litica ed operatori differenziali d ’ordine superiore. Nota di D e m e tr io  
M an g e r o n 0  e M eh m et Nam ik O g u z tö r e l'i c ">, presen ta ta  (**‘) dal Socio 
B. F in z i.

SUMMARY. ■— After establishing some new equations of analytical dynamics describ­
ing holonomous, non-holonomous mechanical systems and impact phenomena, the authors 
present some classes of higher order differential operators and give applications to machine 
dynamics. The new equations give the possibility of a systematic presentation of analytical 
mechanics and of new properties of quadratic forms.

Dedico questo lavoro a M auro Picone in occasione del conferim ento a 
Lui dairU niversità  di Bucarest del titolo di Dottore honoris causa.

1. Si deve all’illustre Accademico Linceo M auro Picone un contributo 
essenziale nel dominio spettante alla Balistica esterna [ i ]. Studi degli A utori 
[2 H 4 ] , eseguiti nelle condizioni odierne con possibilità tecniche quasi illi­
m itate, che perm ettono la realizzazione non solo di grandissim e velocità 
oppure di variazioni sensibili di esse, e cioè di accelerazioni di intensità 
cospicue, m a anche di fortissime variazioni pressocché istantanee — specie 
nel caso dei lanci di razzi -  delle accelerazioni ordinarie, m ettendo in tal 
modo sul tappeto studi teorici e sperim entali concernenti il ruolo delle acce­
lerazioni d ’ordine superiore al primo, hanno costituito per parecchi scienziati 
il punto di partenza delle loro ricerche [5], [7].

In  ciò che segue gli Autori, pur riservando u n ’apposita m em oria da 
pubblicarsi nelle pagine del Bollettino delVIstituto politecnico di Iasi volta 
all’esposizione della teoria e pratica di varie classi di operatori differenziali 
d ’ordine superiore, presentano nuove equazioni della M eccanica analitica 
olonóma ed anolonom a e fanno cenno alla problem atica spettante agli ope­
ra tori differenziali d ’ordine qualunque da loro elaborata.

2. Nuove equazioni della Meccanica analitica olonoma.
Conservando qui le notazioni classiche utilizzate oram ai da Luigi Lagrange

in poi, sia

T =  T (fc] ,[</,•];*)

[çA =  ( s i . Ç* » • • •. 9«), Uuì =  ( ? i , ?2 . • • •. q»)

(*) Istituto politecnico di Iasi, Romania. Attualmente in qualità di « Visiting Professor » 
nell’University of Alberta, Department of Mathematics, Edmonton, Alberta, Canada. The 
first of the authors wishes to express his sincere thanks to the University of Alberta for the 
in valuable conditions offered to him to develop his work in the Department of Mathematics 
of this University.

(**) Department of Mathematics, University of Alberta, Edmonton, Alberta, Canada.
(***) Nella seduta del 9 marzo 1968.

26. — RENDICONTI 1968, Vol. XLIV, fase. 3.



37Ó Lincei -  Rend. Se. fis. mat. e natv -  Vol. XLIV -  marzo 1968 [2 3 8 ]

l’energia cinetica di un  sistema meccanico soggetto ai legami olonomi con n gradi 
di libertà.

Supponendo che l’ordine della derivazione dell’energia cinetica e delle 
coordinate generalizzate (lagrangiane) rispetto al tem po non sia soggetto a 
restrizione alcuna, nel senso cioè che i simboli

3T 3T

3?»
y 77” y 

dqi ’ 3gf> ’ ’

0' =  I ,,2  ,• • ■, n ; m  =  1 , 2 , • • 0

abbiano significato, abbiam o stabilito, ed anzi ne abbiam o fatto oramai da 
molto tem po in alcuni casi interessanti la pratica varie applicazioni [8]—rfp], 
la validità delle seguenti equazioni della M eccanica analitica olonoma

( j  =  1 , 2 ,• • - , n  ; m =  1 , 2 ,* • •)

(m) _  d  J m - 1)

dt

ove Qy ~  2 * sono forze generalizzate applicate ad esso sistema.
ì—i * j

Sia To l’espressione dell’energia cinetica T  in cui soltanto le coordinate [q^ 
ed il tem po t  sono considerati variabili. Poiché si ha ovviam ente

> _  ST
~  dqj ( J  — 1 v 2 , • • -, n  ; m  =  i , 2 , • • •)

le equazioni (i) assumono la forma

(2) ^  =  Q's U  =  i » 2 ,• • -, n ; m =  1 , 2 • •),

ove si è posto

(3) R »  =  —  [T w  -  ( m +  i )  T ^ ]  ( m =  1 , 2 , . . . ) .

3. Nuove equazioni della Meccanica analitica anolonoma.
Supponiam o, per rispondere ai fatti che si incontrano più spesso nelle 

applicazioni, che si tra tti soltanto di sistemi anolonomi soggetti ai legami 
lineari n o n in teg rab ili (rispetto a qj)\

k
(4) (Jr — 2  io. ar (r — k - \ - l ì k - \ - 2 ì -* ' i k - \ - p  =  n)

a=-l

ove i coefficienti ara ed ar sono funzioni di t e, rispettivam ente, delle 
t e a ]  -  (Çi iÇ2 , * • •, qk) e delle [qr] =  (qk + 1  , qk + 2  ■,•••, qk+p).

( 0
I

m ~ d f
m-\-i 3T 

m dq\ =  Q,-

dm) d m  — Y)

dt
N
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In  seguito alla validità delle eguaglianze
k k  m ~  1

=  2  ««* V a , =  2  2  Cj, d&T0 ^ ' +1) +  Na=l ' a=l *■= 1

( »  =  I , 2 ,- • •)

e nell’ipotesi della perm utabilità  degli operatori dS e §d ecc., e cioè dS =  Sd ecc., 
si perviene alle seguenti equazioni della M eccanica analitica anolonom a

( 5)
3R»

S ç ^  r N x  dqW dgW (OC I , 2 , * • * , Ü),

ove si e messo

(6) P„ = Qa +
k-\-fi—n
2  Q rr=k+l (a  =  i , 2 ,• • -, k).

4. Nuove equazioni della Meccanica analitica degli urti.
Si perviene alle nuove equazioni della M eccanica analitica degli urti 

(M eccanica collisiva) prendendo le mosse dall’equazione

(7)
J _  3T(m)   m + i
m dç{™) ni

dT
~Wi — Q i +

+ 2 2
ì . p -3 qi

s 1 j  1 (X—» 2 |ex p (~ ---- ~  ) +  expX — a +  2

ove Q ,-=  2  »' Psj sono vettori costanti e si assume la validità dei
simboli

i 3T<m>lim ql*) =  o>(/) , lim — . x — --------------- ,
X->a * * X-+a m dq%*> m d<ùW

h. m  4 - 1 3T m -f- 1 9T^ , . r .
*n~ dq. ~  m 3w7 (^  =  1 > 2 ; ' " ' » m  ! * =  1 > 2 , • • ’ , ^ \ t  H= Ty)-

T a li1 equazioni risultano essere 

i 9T<">
(8)

__ w + i  __
m d(ùW m Qi +  E ( i  =  I , 2 , .  - -, ti),

in cui fisj sono gli urti prodotti nei momenti t — t,- ,

(9 ) rs =  rs ( t , q{) , lim  rs =  rl
X->a.

ps ) lim
X->a

3rs   drps
dqi ~~ d<ùi ’

e S (/ —  Ty) è la funzione generalizzata di Dirac.
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Il fatto dell’esistenza di nuove equazioni della M eccanica analitica (1), 
(S)> (8)> caratterizzate dalla presenza delle derivate totali rispetto al tem po 
dell’energia cinetica, coadiuvato dai risultati della recentissima tesi di laurea 
di uno dei pregiati allievi del primo degli A utori [io], dedicata all’elaborazione 
della M eccanica razionale prendendo come elemento prim ordiale invece del 
punto newtoniano il corpo solido W, pare notevole -  come hanno sottoli­
neato parecchi scienziati come lo sono, ad esempio V. V. D obronravov e 
B. Dolaptschiew durante alcuni recentissimi congressi di M eccanica teorica 
ed applicata -  non solo per la possibilità di una nuova sistem atica rielaborazione 
della M eccanica analitica, m a anche, tra  l’altro, per l’indicazione delle vie 
atte a scoprire nuove proprietà differenziali delle forme quadratiche.

5. Operatori differenziali d'ordine superiore.
In  una serie di nostri lavori anteriori [ i i ] - [ i2 ]  è stata  in trodotta la 

nozione di accelerazione ridotta d'ordine n  definita, ad esempio, per un

punto M situato su una re tta  (R) di versore u  nell’atto di moto generale nello

spazio, essendo co la sua velocità angolare, tram ite

~+(n) -̂ (1) -> A
ffin) __ aM ->(1) __ aM   aM   r
aMr -> ’ aMr ~  ~  IV  =  " V  =   V

An — An (u) Ai — A i(^) Ai-— Ai ( u )  Ai — Ai (u)

ove

A 72 + 1 “
dAw <0 • B„ dB„ 

d t w - A m Bi -  co'(2)

A i (u) ~= (co • u) (co • u) per Ai =  (co • co) ,

A2 (:u) =  3 (co<2> • u) (co • u) per A2 =  3 (cô 2> • co) ecc.

e trad o tta  tra  l’altro nel dominio delle applicazioni nell’elaborazione del così 
detto metodo delle accelerazioni ridotte che perm ette u n ’agevole determ ina­
zione dei cam pi di accelerazioni nei meccanismi e nelle macchine.

In  questo ordine di idee vale il seguente generale

TEOREMA. Ogni varietà lineare ^Vn-k dello spazio euclideo ad n dimensioni 
nell'atto d i moto rigido generale e la varietà lineare N k -  luogo delle estremità 
delle accelerazioni ridotte d'ordine qualunque dei punti della N n__k -  determinano 
una croce generalizzata nel senso da noi introdotto [13 ].

I risultati conseguiti nel dominio sono stati utilizzati poscia dai vari 
scienziati appartenenti a diversissimi paesi.

(1) Con questa occasione si è potuto sottolineare la vastissima portata delPinterpre- 
tazione fisica data ai vari enti differenziali dal nostro venerato Maestro M. Picone nella Sua 
oramai classica opera « Istituzioni dì Analisi Matematica» (Catania, 1923), che fu anche 
Porigine della Sua geniale iniziativa -  prima nel mondo -  di far creare un istituto per le 
applicazioni del calcolo, il famoso IN AC del CNR di oggidì.



[241] B. M angeron  e M. N. O g u z tö re li, Nuove equazioni, ecc. 379

6. Applicazioni di alcuni operatori differenziali d yordine superiore.
Studi sperim entali recenti condotti in vari paesi (vedasi ad esempio [14]) 

hanno messo in evidenza il ruolo delle accelerazioni d ’ordine superiore (nella 
dinam ica dei sistemi meccanici almeno di quelle d ’ordine due). I nostri 
studi teorici nel dominio conducono, ad esempio, nel caso dello studio del 
meccanismo di b iella-m ani velia alla seguente espressione per lo spostam ento 
y] (5 , t) nel sistema A£t) di un punto della biella, ove affb  la proiezione 
dell’accelerazione del centro A  dell’articolazione della biella sull’asse A£ per­
pendicolare all’asse A  E, della biella, 9 è l’accelerazione angolare dell’angolo 
che m isura la rotazione del sistema di coordinate A£t), e A„ , Bn ecc. sono 
certe costanti il cui significato non è il caso di dare costì:

00
4 (5 » 0  =  X  N  cos ß» * +  B» sin ß„ t) sin — G

n =  l 1

+  2
2 /(— l)n

rnz ßn
9 —  -~-sin  ß„/-

ßn
( ï  COS ßnt) +  • sm niZ V .  I ,

+ 2  ( - > ) ■ (2 m— i)nß2m_ 1 _ £̂2 m — 1
sin ß2im — 1 L ■ (i-— cosß2^-i^)~b *

• sin (2 m -—■ i ) tu r
1 1
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