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Geometria. — Swi prani micropascaliani finiti. Nota di IsTVAN
REIMAN, presentata @ dal Socio B. SEGRE.

SUNTO. — Eine projektive Ebene, in welcher der zentrale kleine Satz von Pappos—
Pascal gilt, wird als Micro—Pascalsch bezeichnet. In dieser Arbeit werden einige Sitze der
endlichen Micro—Pascalschen Ebenen auf rein synthetischer Weise behandelt.

In questa Nota vengono trattati, con metodo puramente sintetico,
alcuni problemi — in parte gid noti — relativi ai piani grafici finiti.

Nel nostro studio assumono una parte importante le configurazioni di
Fano. La configurazione di Fanmo & un quadrangolo piano completo con
punti diagonali allineati, cioé un piano grafico finito di ordine 2. Se tutti i
quadrangoli del piano sono configurazioni di Fano (o quadrangoli di Fano),
il piano si chiama péano di Fano. A norma dell'importante risultato di Glea-
son, i piani grafici finiti di Fano risultano desarguesiani [1].

Vogliamo applicare il piccolo teorema di Pappo—Pascal (ossia il teorema
micro—Pascal, in seguito designato come MP—teorema) nella forma seguente:
se in un esagono A1 A» A3 Ay As As del piano i vertici A1, As, As sono
incidenti ad una retta @, e i vertici Az, A4, Ag sono incidenti ad una retta 4,
e se le rette A1 .44, As As, A3 A¢ sono incidenti ad un punto P2, allora i
punti aNb=M, A4 AsN Ay As=X , As As N As A¢ =Y risultano allineati.

Un piano grafico si chiama MP-piano, se per esso ¢ valido incondizio-
natamente 'MP-teorema. Secondo il risultato di Liineburg un MP-piano
finito risulta desarguesiano [2].

1. L'ordine di un piano finito di Fano ¢ pari.

Consideriamo un punto 4, due rette 7y , 7, incidenti ad 4, ed un punto B
non incidente a queste rette (fig. 1). Sia Q un punto qualsiasi della retta 45
distinto da 4 e da B, e sia X, un punto della retta 7, distinto da A4
f=1,2,--,9), ove ¢ ¢ l'ordine del piano. Sia poi X;BN7r,=7;,7;QN
Nr=Y;, X;00ry= 2, In virth dell'ipotesi, AX,;7;Q & un quadrangolo
di Fano, e per questo i punti ¥,,Z;, B sono allineati. Si verifica facilmente
che il punto X, determina univocamente i punti 7;,Z; e anche V;, onde
¢ possibile — a partire dal punto X; — costruire univocamente il quadrangolo
AX;T;Q. Ora, prendiamo le mosse dal punto V;; talché porremo ¥V, = X,.
In virtu della costruzione, risulta 7, = Z;, in conseguenza della collinearita
dei punti V;,B,Z; e X;=1Y,. Cid vuol dire che tra i punti della retta

(escluso il punto 4) esiste una corrispondenza biunivoca involutoria, priva
di punti uniti, eppertanto 'ordine ¢ del piano & pari.

(*) Nella seduta del 9 marzo 1968.
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2. In un piano di Fano vale I’ MP—teorema.

Siano A1, As, As tre punti distinti della retta a e Az, As, s tre
punti distinti della retta &, le rette Ay A4, As As , A3 Ag siano incidenti ad
un punto P. Si ponga aNbé= M, Ay As N As As = X , As As N As A¢ =Y.
I punti diagonali 4/, X, P del quadrangolo completo Aj A2 Ay As, come
pure i punti diagonali M/, ¥, P del quadrangolo A4s As As As, sono allineati,
cosicché anche i punti #, X ,Y sono allineati.

3. In un piano grafico, dal’MP-teorema segue facilmente I'inversione
seguente del teorema M.

Sia Ay As As Ay As A6 un esagono tale che i vertici 41, As, As siano
incidenti ad una retta @ e i vertici 42, As, Ag siano incidenti ad un’altra
retta 4; ed inoltre i punti aNbé=M, A1 Ae N Ay As =X, As As N\ As Ag =Y
siano allineati. Allora le rette A1 As, A2 As , As Ag risultano incidenti ad un
punto P.

Fig. 1.

4. In un MP-piano consideriamo due rette distinte 2 e 4, ed il loro
punto M d’intersezione. Da un punto P qualsiasi del piano (ma non inci-
dente alle rette @, b) tiriamo due rette distinte che non siano incidenti al
punto M; una di queste intersechi le rette @ e & in punti 4; e B;, laltra
in Ay e Bs. Posto Ay Ba Az By — Q, i punti P e Q chiamansi coniugati
rispetto a {@,6}. E evidente che il concetto di coniugio testé introdotto
risulta simmetrico.

In un MP-piano, tutti i punti coniugati di un punto P rispetto ad una
coppia {a,b} di rette risultano incidenti ad una retta fissa appartenente al
Jascio delle rette a , b.

Consideriamo — con le notazioni precedenti — due rette distinte tra loro,
incidenti a P e distinte di P4: e PAs2. Queste rette intersecano la retta « in
punti A3 e A4 e la retta 4 in punti Bz ¢ By. Poniamo Q' = A3 By A4 Bs,
Q"= A2 B3N As Bz. I punti Q' e Q"' sono coniugati del punto 2. Applicando
I'MP-teoremia una prima volta per lesagono A; Bz A3 Bi As Bs ed una
seconda volta per l'esagono Ap B3 A4 By A3 By, vediamo cosi che i punti

(1) Per semplicitd, supporremo in seguito che le rette del piano abbiano almeno 4 punti.
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M,Q,0" eipunti M,Q,Q" sono allineati, cio& tutti i coniugati del punto
P sono incidenti alla retta MQ.

La retta p, contenente i punti coniugati del punto 2 rispetto a {a,b},
si chiama la retfa polare del punto P rispetto a {@,6}. La retta p non pud
coincidere né con a, né con é.

Se, nel dato MP-piano, la retta polare del punto P rispetto a {a,b} ¢ p,
tutti i punti della retta p (escluso il punto d’intersezione a N b = M) sono coniu-
gati di P.

Supponiamo che Q sia un punto qualsiasi della retta p distinto da M.
Una retta qualsiasi incidente a 2 ma non appartenente Q intersechi la retta a
in A, la retta 6 in By e sia A1QN &sz’, PBs a=4s. Il punto 41 BaN
N Az By = Q' ¢& coniugato di P, onde Q' ¢ incidente alla retta polare di 2
e per questo Q'= Q.

Cosi, dalla definizione dei punti coniugati, risulta che la retta polare
di ogni punto della retta p & identica alla retta MP = p', e viceversa la retta
polare di ogni punto di p’ & la retta p.

Abbiamo in tal modo determinato una corrispondenza biunivoca invo-
lutoria tra le rette passanti per il punto M e distinte da @ e 4, onde diremo
che le rette p e p' sono comiugate rispetto a {a,b}. Notiamo che le rette
7 e p' non devono essere necessariamente distinte.

5. Se nel dato MP-piano le rette distinte p ¢ p' sono comiugate rispetto
ai{a,b}, le rette a ¢ b sono comiugate rispetto a {p,p'}.

Fig. 2.

Sia P’ il punto coniugato di un punto arbitrario 2 della retta p rispetto
a {a,b}. Per costruire il punto P’ scegliamo due punti 41 e Az sulla retta a
e siano PAiNb=25B1,PAs N b=DBz, A1 BN A2 Bi= P’ (fig. 2). Per dimo-
strare il teorema 3, basta verificare che uno dei punti coniugati del punto B
rispetto a { p, '} ¢ incidente alla retta @. Sia 41 BoN p=Ce A2 Boa (0 p' = C".
Il punto CC'N PP' = B3 & coniugato del punto Bz. Nell’esagono A1 PCAs P' C’
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ipunti A1 PN A P'=B1,PCNP C'=M,Bs sono allineati, talché appli-
cando il teorema del n. 2 abbiamo che le rette 4; A5, PP, CC' risultano
incidenti ad uno stesso punto, cio¢ By ¢ incidente alla retta a.

In virth di quanto precede possiamo costatare che se in un punto M
del’MP-piano consideriamo le coppie di rette corrispondentisi nel coniugio,
si ottiene una corrispondenza biunivoca tra le rette incidenti ad /.

6. Se lordine dell’ MP-piano finito ¢ pari, ed a ¢ b sono rette distinte
del piano, esiste almeno una retta p che é autoconiugata rispetto a {a,b}.

Questo asserto segue dal fatto che al punto M = @ & sono incidenti
un numero dispari di rette; talché, in forza della corrispondenza biunivoca
indotta da a e 4, esistono un numero dispari di rette che sono autocomugate

Osserviamo che Pinterpretazione geometrica del fatto che la retta p e
autoconiugata ¢ la seguente: tutti i quadrangoli completi, che abbiano due
vertici sulla retta @ e due sulla retta 4 e un punto diagonale sulla retta p,
sono quadrangoli di Fano.

Viceversa: se il quadrangolo 41 As B1 B> & un quadrangolo di Fano,
la retta contenente i punti diagonali A1 Ae N\ By Be= M, A1 B1 N As By — P,
A1 By A2 By = Q & autoconiugata rispetto a {4 As, By By}, perché, se-
condo la definizione, i punti 2 e Q sono coniugati.

7. Se la retta p dell MP—piano ¢ am‘ocomugtzm rispetto a {a, b}, essa
risulta autoconiugata rispetto ad ogni {a', '}, ove il punto a' O\ 4" sia inci-
dente alla retta p. ‘

Scegliamo sulla retta p un punto qualsiasi P==an b= M e conside-
riamo due rette &', 4’ che siano incidenti a 2. Queste rette intersecano le
rette @ e & nei punti 41, As, risp. By, Be (fig. 3). (I punti 41, A4y, By, Bo

P

Fig. 3.

siano tutti distinti). I punti diagonali 4/, P, Q del quadrangolo completo
Ay Aa B1 Bz sono incidenti a p; il che vuol dire che i punti M e Q sono coniu-
gati rispetto a {4', 6'}, onde p & autoconiugato rispetto a {a/,4'}. Se, par-
tendo dal sistema {a', &'}, ripetiamo la dimostrazione precedente per una
nuova coppia di rette &', 4"’ incidenti a M, otteniamo la dimostrazione del
teorema 7.
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Quest’ultimo risultato pud essere interpretato dicendo che « esser auto-
coniugata » & un concetto caratteristico della retta autoconiugata, cioé non
dipende dalla scelta del sistema di riferimento {a, 6}.

Se la retta p dell MP—piano é autoconiugata rispetto a {a,b}, anche la
retta a é awutoconiugata vispetto a {6, p}.

Consideriamo i punti distinti 41, As della retta @, i punti By, By della
retta & che non sono incidenti a p, e sia PA1N b= B1,PA2N b = B,
ArBeN A2 Bi=(Q,an b= M. Essendo la retta p autoconiugata rispetto
a {a, b}, il punto Q ¢ incidente alla retta p. In virtd della definizione di
punti coniugati (n. 4), i punti 41 e Az sono coniugati rispetto a {4, p},
cio¢ la retta @ ¢ autoconiugata rispetto a {4, p}.

Se lordine dell’ MP—piano finito é pari, tutte le reite del piano sono auto-
coniugate.

Consideriamo una qualsiasi retta @ del piano e scegliamo una retta 4
distinta da . In virth del n. 5, esiste una retta p autoconiugata rispetto a
{a,b}, eppertanto in virth del teorema precedente, anche la retta @ & auto-
coniugata rispetto a {&,p}.

8. Un MP-piano finito di ordine pari é un piano di Fano.

Basta dimostrare che un qualsiasi quadrangolo completo 41 A3 By Bz del
piano ¢ un quadrangolo di Fano; sia Ay Ao By Be= M, A1 B2 A2 B1=Q,
Ay BiN Az By = P. In virth del n. 7, la retta 2Q & autoconiugata rispetto a
{A1 Az, By B2}; ma questo vuol dire, in virtu della osservazione fatta al n. 6,
che i punti diagonali del quadrangolo completo A; As B1 B2 sono allineati.

Osserviamo che, in virtl del teorema di Gleason, segue che wn MP-piano
Jinito di ordine pari ¢ desarguesiano.

9. Come semplice conseguenza di quanto precede, si ha che

In un MP—piano o ogni quadrangolo compléto é un quadrangolo di Fano,
0 messuno di quelli ¢ un quadrangolo di Fano.

Se nel piano esiste un quadrangolo di Fano, si scelgano due lati 2 e 4
del quadrangolo; la diagonale p appartenente al fascio di @ e 4 & autoconiugata
rispetto a {@, 4}, in virth dell’osservazione del n. 6. Una qualsiasi retta »
del piano intersechi la retta p in un punto M e sia #' una retta incidente
ad M e distinta da p e da ». In virtta del n. 7, p ¢ autoconiugata rispetto
a {r,7r'}, cio¢ tutte le rette del piano sono autoconiugate. Ne segue, in virtu
del n. 8, che il piano & un piano di Fano.

Poiché, in virtt del n. 1, l'ordine del piano finito di Fano ¢& pari e, in
virta del n. 6, nell’ 4 P-piano finito si trova un quadrangolo di Fano, possiamo
formulare il nostro risultato nel modo- seguente:

Un MP—-piano finito contiene qualche quadrangolo di Fano se, e soltanto
se, Lordine del piano ¢ pari.

10. In base alla corrispondenza introdotta nel n. 5 tra le rette d’un

fascio, si puo definire come segue una corrispondenza biunivoca ¢ fra i punti
dell’ M P—piano.
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Fissiamo un punto S, una retta @ non incidente ad S ed un punto M
sulla retta @. Se 2 & un punto del piano non appartenente alla retta MS, sia

6 (P)= P, se P ¢ incidente ad a;
6 (P)= P, se P non ¢ incidente ad g,

dove P e P’ sono punti coniugati rispetto a {a, MS} e i punti S, P, P’ risul-
tano allineati.

La corrispondenza ¢ dipende a priori dalla scelta di S, a, M, onde
verra denotata con 6s,,,7. La corrispondenza ¢ ¢ involutoria, poiché, in virth
della definizione di punti coniugati, ¢ (#') = P.

Se nell’ M P-piano si trova un quadrilatero di Fano, cioé¢ in virtth del
n. 9, se si tratta di un piano di Fano, la corrispondenza o ¢ I'identitd, perché
tutte le rette sono autoconiugate. Per questo, nel seguito, supporremo che
il piano in esame non sia un piano di Fano.

Il punto S si dice il centro della corrispondenza e la retta a l'asse di
quella.

11. La corrispondenza os,,,, non dipende dalla scelta di M.

Sia M’ un punto qualsiasi della retta @, 2 un punto qualsiasi non inci-
dente alle rette MS e M'S e sia 65,4 (P) = P'. Per costruire il punto P,
scegliamo per il punto 2 una retta non appartenente ad S; questa retta

intqrsechi la MS in B, la retta a in A1; denotiamo poi con As il punto d’inter-
sezione delle rette SP e a. I punti Q =S4; N BAs e P sono coniugati rispetto
a {a, MS}, poiché P'=SP N MQ (fig. 4). Costruiamo ora il punto os, ., (P).
Sia A1BNSM' =B e B'As N SA1=R. Le rette M'R ¢ M'P sono coniu-
~gate rispetto a {a, M'S}; percid os4u (P)= M'RN SP. Per dimostrare
il nostro teorema dobbiamo verificare che 6s,,,4+ (P) = P’, cioé che i punti
M ’,‘r P', R sono allineati. Consideriamo I’esagono MSM' QAs R. Essendo
B=MSNQAs, M' SN A2 R = B' ed A, allineati, applicando il teorema
del n. 2 abbiamo che le rette MQ,SAs, M'R s'intersecano in un punto
che verifica il nostro asserto.

25. — RENDICONTI 198, Vol. XLIV, fasc. 3.
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I precedenti risultati danno la possibilita di estendere la corrispondenza o
ai punti della retta MS in base al coniugio rispetto a {a, M'S}. In seguito
denoteremo la corrispondenza 6s,,,x con os,, od anche, quando cid non
presenti ambiguita, con o.

12. La corvispondensza os,, é un’omologia.

Basta dimostrare che la corrispondenza ¢ una collineazione (ved. per
esempio [4]), cio¢ che a punti allineati corrispondono punti allineati e vice-
versa. Cid ¢ manifestamente vero per le rette passanti per il punto S. Ora,
consideriamo una retta » non incidente ad S e sia »MN a = M, e sia poi »'
la retta coniugata di » rispetto a {a, MS}. In virth del teorema del n. 11,
la corrispondenza os,, trasforma i punti di » nei punti di #' e viceversa.

Allora cs,, ¢ un’omologia involutoria, di centro S ed asse @, cio¢ una
Simmetria.

Da quanto precede si trae che:

Nell MP—piano, dati un qualsiasi punto S e una retta a non incidente
ad S, esiste sempre un'unica simmetria di cemtro S ed asse a.

13. Dati nell’ MP-piano tre punti distinti allineati S, A, A' ed un punto M
non incidente alla retta SA, esiste sempre uw’unica retta a incidente ad M tale
che, nella simmetria o definita dal centro S e dall'asse a, risulti o (A) = A'.

Sia @ la retta coniugata della AS rispetto a {MA , MA'}. In virth del
teorema del n. 5, le rette M4 e MA' sono coniugate rispetto a {a, MS};
allora, in virtt della definizione data nel n. 10, 65, (4) = A'. La retta a &
univocamente determinata perché, altrimenti, la retta MS avrebbe due coniu-
gate distinte rispetto a {MA, MA'}.

14. Date nell MP-piano due simmetrie Gs,,, ¢ Gs,a, con centro S comune
e con gli assi ay ¢ az, il prodotto s, ., Gs,.., ¢ una elazione di centro S ¢ asse a,
ove a =S U (a1 az).

Il prodotto 65,4, 65,., = € & anzitutto un’omologia di centro S. Essendo a;
e a2 non incidenti al centro S, il punto A = a1 N @2 ¢ unito nell’omologia e,
onde appartiene all’asse di e. Supponiamo per assurdo che I'omologia ¢ abbia
un punto fisso 2 non appartenente alla retta 4S. Ne seguirebbe che il punto 2
avrebbe la stessa immagine nelle omologie 65, € 6s,,; ma, a norma del
n. 13, questo fatto vorrebbe dire che gli assi sono identici, contrariamente
all'ipotesi. Allora I'asse dell’omologia ¢ ¢ la retta A4S, onde ¢ & un’elazione
(omologia speciale).

15. Nelll MP—piano ogni elazione e puo essere rappresentata come pro-
dotto di due simmetrie, I'asse della prima simmetria potendosi anzi assegnare
ad arbitrio. '

Sia data I'elazione ¢ di centro S, asse @ e con la coppia di punti P, P’ =
= ¢ (£); assegniamo quindi una retta @1 tale che sia N @1 =4 ==S. Poniamo
65,0, (£) = P". In virth del n. 13, esiste un’'unica retta as incidente ad A4
tale che o5, (") = P'. A norma del n. 14, 'omologia Gs ,, 6s,, = .
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I precedenti risultati possono dunque esser interpretati dicendo che:
Nell MP—piano esiste ogni elazione.

16. Se ' MP-piano non contiene quadrangoli completi con i punti diago-
nali allineati, in esso vale incondizionatamente il piccolo teovema di Desargues.

Siano SAA', SBB', SCC' tre terne costituite ciascuna da tre punti distinti
allineati, e siano allineati anche i punti ABN A'B'=X,BCNB' C'=Y e S.
Per provare la validita del piccolo teorema di Desargues, basta mostrare che
il punto Z=AC N A’ (' ¢ incidente alla retta X V. Poiché, a norma del n. 15,
esiste un’elazione e con asse XY e centro S tale che e (4) = A’, si ha che
e(B) =28 e (C)= ("', sicché l'intersezione delle rette AC e A’ C' si trova
sulla retta XV

In virtta del n. 9, se ne deduce immediatamente che:

In ogni MP-piano finito di ordine dispari vale il piccolo teovema di
Desargues. ‘

Osserviamo che, a norma del teorema di Zorn e Levi [4], da cid segue
che ogni MP-piano finito di ordine dispari é desarguesiano.

17. Si ha facilmente che vale anche I'inversa della proposizione del n. 16.

Se in un piano grafico vale il piccolo teorema di Desargues, il piano é un
MP—-piano.

P

Consideriamo un esagono A1 Az As As As Ag, i cui vertici 4y, As, As
siano incidenti alla retta @, i vertici As, As, Ae¢ lo siano alla retta 6 e le
rette Ay Aa , Az As , As Ag passino per un punto P (fig. 5). Sia aN & = M,
A1 As O Ay As = X, MX (O Az As =Y. Applicando il piccolo teorema di
Desargues ai triangoli A1 PAs e XAs Y, si ha che i punti M, A4, A2 e
Ag = PA3sNAs Y sono allineati. Essendo Adg = &N PAs, risulta A = As.

18. Un piano grafico si chiama esagonale se per esso vale la condizione
esagonale, cioe: se P, , R sono tre punti allineati e se, dato un esagono
A1 Az A3 Ay As Ae ed un punto C, sussistono i seguenti allineamenti PA4; As,
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RAy CAs , Pds CAs , QA1 CAy , QAs A3 , RA3 As, PAs As , QA5 Ag, allora si
ha che i punti R, A1, A risultano allineati.

La seguente proposizione caratterizza i piani finiti esagonali di ordine
pari, e si pud ottenere analogamente alle precedenti.

Stano P, R, C tre punti non allineati del piano grafico finito esagonale
di ordine pari. Se denotiamo con q ['ordine del piano, esistono almeno g — 1
punti D tali che il quadrangolo completo PRCD risulti un quadrangolo di Fano.

Sia Q un punto della retta PR distinto da P e da R, e consideriamo un
punto A distinto da Q e da C sulla retta QC (fig. 6). Sia poi P41 N RC = A,
PCN QAs = As,QC N RAs = Ays. Cosi si puo far corrispondere a ciascun

P Q 2

Fig. 6.

punto 41 della retta QC un punto 44. Questa corrispondenza ¢ biunivoca
ed involutoria, ossia, nel modo indicato, ad A4 corrisponde il punto A;.
Infatti posto PAsN RC=A4s, PCN QAs = Ade, il punto d’intersezione delle
rette QC e RAg & A1, in virth della condizione esagonale.

Essendo dispari il numero dei punti distinti da @ e da C della retta QC,
nella corrispondenza A; <—> Ay esiste almeno un punto D per il quale
Ay = A4 = D. A norma della costruzione, 43 = As, onde i punti diagonali
Q, As, As del quadrangolo completo PRCD sono allineati.

Il punto Q della retta RP pud venir scelto in ¢ — 1 modi; ogni scelta
da almeno un quadrangolo di Fano, talché, essendo distinti quadrangoli
provenienti da punti Q distinti, il numero dei quadrangoli PRCD di Fano
risulta almeno ¢ — 1.
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