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Analisi matematica. —- Approssimazione delle soluzioni d i certi 
sistemi integro—differenziali con argomento ritardato. Nota di D emetrio 
Mangeron , L eonida  E ugenio  K rivo scein , K erim Barat Barataliev 
e T ahir A m ankulov , presen ta ta0  dal Socio M. P icon e .

Summary. — Various matricial ordinary integro-differential equations with delayed 
arguments of the form (1), (2) are considered and solutions are established by using in every 
partial interval of existence and uniqueness some special approximate vectorial equation 
systems.

1. I tentativ i fruttuosi recenti di una formulazione sistem atica della 
M eccanica razionale in certe schematizzazioni m atem atiche cristallizzate in 
sistemi differenziali ad argomento ritardato, come pure la presentazione 
recentissima, pure sotto la forma di sistemi ad argomento ritardato , di tu tta  
la problem atica spettante ad una nuova scienza chiam ata la Teoria dei giochi  
differenziali , iniziatasi coi lavori fondam entali di R. Isaacs [1] e L. S. Pon- 
triaghin  [2], hanno sottolineato la vastissima portata degli studi concernenti 
vari problem i ad argomento ritardato. Tali studi si sono sviluppati in varie 
direzioni grazie soprattu tto  ai lavori di C. Corduneanu [3], L. E. E l’sgoltz [4], 
A. H alanay  [5], L. E. Krivoscein [6], D. M angeron [7], A. D. M yskis [8], 
S. B. N orkin [9], M. N. Oguztöreli [io], E. Pinni [11], S. N. S im anov [12], 
R. Bellman [13], R. Conti [14] ed altri ancora.

In  ciò che segue si enunciano alcuni risultati concernenti lo studio del 
problem a al contorno di qui sotto concernente un sistema di equazioni in tegro- 
differenziali lineari con coefficienti variabili ed argomenti ritardati, rim an
dando il lettore per vari sviluppi algoritmici ed altri dettagli a due Note da 
pubblicarsi nel Bollettino delV Istituto Politecnico di  lasi.

2. Consideriamo il seguente sistema di equazioni irìtegro-differenziali 
con coefficienti variabili ed argomenti ritardati, con varie applicazioni nei 
problem i di controllo, come si può vedere dallo studio di un  recentissimo 
libro di M. N. Oguztöreli [15]:

( 0
a

(2)

ove, per t  <  a,

(3) (*)

K x  =. M x  (a) +  N x  (b) =  y,

a  (t) =  cp (t) x  (a),

(*) Nella seduta del 9 marzo 1968.
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essendovi M ed N m atrici quadratiche note costanti, il vettore noto y è 
supposto pu r esso costante, 9 (/) è una m atrice continua diagonale supposta 
data  su un insieme iniziale

(4) Ea =  u  E {oc,- (*) <t;o L j ( t )  < a ; t e  [a , b] }
j = 0  7

e tale che 9 (a) == I, ove I è come al solito la m atrice unitaria. Si am m ette 
tu t t ’ora che le funzioni scalari di ritardo ocy (t) <  t  ( j  =  o , 1 , • • •, p)  sono 
pur esse continue, il vettore /  a n  dimensioni, è definito su [a , b], m entre le 
funzioni m atriciali Aj ( t )  , By ( / ,  s) sono definite nel dominio G =  {a <  t  <
<  b ] a <  s <  t <  b}. X è un param etro, definito in un campo numerico privo 
di autovalori del problem a omogeneo al contorno (1) —  (3) (Jf =  o ; y =  o).

A m m ettendo la validità del teorem a di esistenza e di unicità per il sistema 
(1), (2), il quale peraltro  è stato già dim ostrato dal terzo degli AA. [16], ci 
occuperemo in ciò che segue della costruzione con approssim azione della 
soluzione di tale sistema. Sia, per /  € [a , b]

(5) / - « i ( / ) < i ( ;  =  O , i ) - - ^ ; i > o ; « 0 ( / ) =  t).

Suddividendo l’intervallo [a ,b \  in m  parti tram ite una successione a =  t0 <
<  t± <  /2 <  • • • <  tm — b tale che sia

(6) m ax I tr —  tr_ 1 1 <  o ,
1 <r<m

consideriamo nel prim o intervallo [a , t±] il seguente sistema vettoriale appros
sim ante di equazioni

(7) - -  +  A 01 ux (t) +  2  A  (t) %  (*y (*)) = / ( / )  +
y=i

t t . .,

+  ^ J B0 (? > s) u i GO ds +  x f  2  By ( t , s) u x (ocy (/)) d^*,
a a

ove si è posto, tenendovi presenti le condizioni (2), (3),

A
A.01 =  (fi —  a) ~ 1 f  Ao (t) dt.

In  virtù delle (3) e (6) l’equazione (7) può essere trascritta  per t  E [a , t{\ sotto 
la forma

(8)
àui (t) 

d t

t

+  A01 u x (t) = / i  ( t , X , ux (a)) +  1  j  B 0 ( t , s) ux (s) d j ,

ove si e posto

p
(9) A  (V, A, «1 (a)) =  f ( t )  —  ux (a) 2

y=i
Ay (t) 9 (ay (f)) —  A j  By ( t , s) 9 (09 (sj) às
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Dalla equazione (8) se ne deduce
t

(io) ux (t) — Z x {£) Cx +  K ( t , X , ux (<a)) +  X I K x ( t , s) ux (t) di*,

essendo Z x (*) la m atrice fondam entale delle soluzioni dell’equazione

d u i  ( l )

ài +  A 01 ux (t) ~  O

H i ( t , s) Z x (t) Z i 1 (s) ; K  ( l , X , ux (a)) =  f  H x ( t , s) f x (s , X , ux (a)) di* ;

K , (*, j ) = J  H x (V , £) B0 (E,, s) dE,,
s

ove il vettore Cx a ^  dimensioni rim ane per ora costante sconosciuto.
Trascriviam o la soluzione dell’equazione integrale (io) sotto la forma

C1 0  u i (0  =  ? (t > X) +  a (/ , X) Cx,

ove p ( t , X) e a ( t f X) sono funzioni note.
Passiamo a considerare adesso il processo di analisi costruttiva esco

gitato nell’intervallo im m ediatam ente susseguente al precedente, e cioè 
t x <  t <  t2 . Prendendo invece di A 0 (/) su [tx , /2]

f*
A 02 =  (t% — t x) ~ 1 j A 0 00 d/

*x

e prolungando il dominio iniziale (4) su [tx , t2]:

( 12) E* =  Ea u  [<*, A]>

ponendo cioè

(13) 2̂ (0 = % 00 , t e Ê ,
si ottiene per la ^ 2 (/) la seguente equazione vettoriale

( r4) ~ ^ 02 ^  2  A; (0  ^2 (ay (0) =  f  (f) “b
y=i

+  X
a

B0 ( t , s) ux (s) +  Cr X  By O' > -0 9 («y CO) d j +

+  X

G
B0 ( t , s) u z (s) +  X  By (7 , s) «2 (<*y (j)) d^*.



320 Lincei -  Rend. Se. fis. mat. e nat. -  Vol. X LIV  -  marzo 1968 [182]

Tenendovi conto delle condizioni (5) e (11), l’equazione (14) diventa
t

C15) +  A 02 u 2 (t) =  / 2 ( t , X , Cx) +  XJ  B0 ( t , s) u 2 (s) à s ,d t

ove si è posto

/ r
(ï6) /2  A> X > C2) = /  A) +  X / B0 (/ ,s) u x (s) +  Ci ByA » A 9 Ay A))

y y=i
di*

p

%
Kj (t) u x (ocj  (t)) —  X J By ( t , s) ux (ay (j)) d j

fi
D alla (15) si ha

f J
(i 7) « a (0  =  Z2 (0  C2 +  j  Z2 (0  Z,“ 1 (j) f 2 ( s , \ , C i )  +  ì f B 0 (s,  Ç) ** ©  d?

*1 /x

essendo Z2 (/) la m atrice fondam entale delle soluzioni dell’equazione

Ô.U2 (/)

di*.

d/ "T A 02 ^2 (0  —  o ,

m entre C2 è un vettore costante tu tto ra sconosciuto.
Trascrivendo la soluzione dell’equazione integrale (17) sotto la forma

(ï8) u 2 (f) =  pi A , X) gx ( t , X) C]_ +  w A ? X) C2,

ove px , gx , co sono funzioni m atriciali vettoriali note, si ottiene dalla (18), 
tenendo conto della condizione ux (Vi) =  u 2 Ai) e dalla relazione (11),

P (A ? X) +  a Ai j X) Ci — p! Ai , X) +  cti Ai , X) Q l +  co Ai , X) C2 .

In  fine, nell’ipotesi che la m atrice co (tx , X) è propria, l’espressione del vettore 
sconosciuto C2 si ottiene sotto la forma

c 2 =  P2 (X) +  C72 (X) C±,

e dalla (18) si ricava per conseguenza

C19) ^2 A) — Ps A > +  a3 A j X) Cx .

C ontinuando il procedim ento escogitato, si ottiene per la um (t)\

(2°) Um A) ~  Pm A > X) +  CT̂ (/ , X) Cx , 4,_! <  t  <  b.

Facendo ora intervenire le condizioni al contorno (2)

=  M %  A) +  N um (b) — M [p X) -f~ <7 (a , X) Ci] +  

+  N [pm A , X) +  A » X) Cx] =  y,
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e supponendo l’esistenza della m atrice [M a (a , X) +  N a^ (b , X)]“ 1 si ricava 
pure l’unico vettore Ci rim asto sin’ora sconosciuto

Ci =  [M a (a , X) +  N aw (b , X)]“ 1 [a — Mp (# , X) — Npw (3 , X)]-1 == h (X),

e, per conseguenza, la soluzione approssim ativa del problem a considerato 
( 0  —  (3) si presenta, sostituendovi nelle ux (t) , u 2 (t) , • • •, um (t) il vettore 
C =  h (X), sotto la forma:

1 <P (0  Ä (X)- , t e E a)

(21) U ( 0 = !  > a < t < i ±

'M'm (f) > A* —1 TL t TL b.

3. In  una nostra N ota susseguente procederemo—ispirandoci dall’ormai 
classica Tesi di Abilitazione del nostro geniale M aestro M. Picone [17] -  allo 
studio dell’esistenza, unicità e determ inazione approssim ativa delle soluzioni 
del problem a (1) coadiuvato con varie altre condizioni al contorno, per passare 
poi all’esposizione, alquanto simile a quella eseguita da noi nei nostri 
lavori [i8 ]~ [i9 ], dei vari modi di valutazione dell’errore commesso

w  (t) =  u (t). —  x  (t).

[1 8 3 ]
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