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Meccanica. — Problèmes bidimensionnels de la théorie de Vélasticité, 
I. Une tension normale nulle . Nota di P etre T eodorescu, presen
tata °  dal Socio D. G ra ffi.

R iassunto. —■ Un problema in cui la terza variabile compare solo tramite le sue po
tenze e in cui le funzioni potenziali che intervengono dipendono solamente da due variabili 
sarà chiamato problema bidimensionale. Si considera tale problema nel caso di una tensione 
normale (a*) nulla; lo stato di tensione e lo stato di deformazione risultano espressi mediante 
una funzione armonica in tre variabili fi, la somma delle tensioni normali 0  (espressa con 
due funzioni armoniche in due variabili 0 ' e 0o) e una funzione biarmonica in due varia
bili 9, con A9 armonicamente coniugato con la 0 o. (In realtà si tratta di un problema quasi- 
bidimensionale). Si collegano i risultati ottenuti con altri divenuti classici e si considera 
inoltre qualche interessante caso particolare.

i. -  Introduction.

Une des méthodes les plus utilisées dans la théorie de l’élasticité est la 
formulation des problèmes fondamentales à l’aide de fonctions potentiels.

Evidemment, dans le cas général des problèmes tridimensionnels (on 
va se situer dans le cas des corps homogènes, isotropes et linéairement élas
tiques, à déformations infinitésimales), les fonctions potentiels dépendent de 
trois variables (soit x  , y  , z dans un système de coordonnées cartésiennes 
orthogonales). Les difficultés de calcul ont incité l’étude de problèmes plus 
simples, seulement en deux variables. C’est ainsi qu’on a considéré surtout 
le problème plan de la théorie de l’élasticité (le cas de déformation plane et 
le cas de tension plane, le dernier cas nécessitant certaines approximations 
pour arriver à un problème en deux variables), de même que le problème 
antiplan. Dans les deux problèmes mentionnés on admet que certaines 
composantes du tenseur tension ou du tenseur déformation sont nulles tandis 
que les autres composantes ne dépendent que de deux variables. Pour 
éviter l’approximation dont on a parlé ci-dessus, on a fait des études sans 
la dernière de ces deux hypothèses, dans l’absence des forces massiques 
(cfr. [16], [17]) ou dans le cas des forces massiques quelconques (cfr. [15], 
[16]). Le cas d ’un état de tension plane a été considéré pour la première fois 
d ’une telle manière par A. Clebsch (cfr. [2]).

Un problème où la troisième variable (soit la variable z) apparaît par 
ses puissances et où les fonctions potentiels dépendent seulement de deux 
variables va être nommé problème bidimensionnel. De tels résultats sont dûs 
à J. H. Micheli (cfr. [7]) et à A. E. H. Love (cfr. [6]) pour un cylindre de 
longueur finie et à E. Almansi (cfr. [1]) pour une plaque plane épaisse.

(*) Nella seduta del io  febbraio 1968.
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Divers autres résultats et extensions, ainsi que discussions sur le problème 
a donné G. Supino (cfr.. [9]—[ 13]). Des problèmes similaires ont été considérés 
par Gr. C. Moisil (cfr. [8]), A. Davidescu-Moisil (cfr. [3], [4]) et M. Iaco- 
vache (cfr. [5]).

Dans deux notes successives on va étudier deux problèmes de la théorie 
de l’élasticité (le cas où une tension normale est nulle et le cas où deux 
tensions tangentielles sont milles), en donnant des formulations en tensions 
à l’aide de certaines fonctions de tension; on va faire la liaison avec des 
résultats antérieurs, devenus classiques, et l’on va considérer aussi différents 
cas particuliers de ces problèmes.

La démonstration des formules (2), (2'), (2") est basée sur certains résul
tats dûs au prof. Gr. C. Moisil, qui a initié cette étude et que nous remercions 
vivement d ’avoir voulu mettre à notre disposition le manuscrit de son 
travail.

2. -  L e  cas  d ’u n e  t e n s io n  n o r m a l e  n u l l e . 

On va supposer que

0 ) eu =  o.

0 )

Les tensions normales peuvent être exprimées sous la forme

L) +  l ® .Gx =
3 2 Ü I 1 3 0  

\X ~dx~ '

3 0  '

- y - w .dx dy 4  ( i  +  [x)

32 a , i 7  3 0 3 0  '

< * > = - dx dy 4  ( 1 + 1 * ) v  V L - y ~ w . . +  T®

et les tensions tangentielles seront données par

/ _  i 320  [X 30 \i
f \ 2  dx èz 2  ( I +  pi) Z dy I-  2  ( I +  [x) 'àx

(2 )
- A c p +  i

y*) r J
i 32a=  — o, 3©- z [L
2 dy dz 2  ( I -j- jjl) dx  2  ( I +  [X) dy

( 2 " )  T = ____L ( 32ü     î_______ ['̂  r v
 ̂ > x* 2 \  3y2 ) 4 ( i + ( i )  dy ^  7  fx  ) ’

où [JL est le coefficient de contraction transversale de Poisson.
La fonction Q =  O (x , y  , z) est harmonique

(3) AQ =  o

et la fonction 0  =  0  (x , y  , z) (la somme des tensions normales) est linéaire 
par rapport à z

(4) 0  =3 Z&o -(- ©b
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les fonctions 0o -- ©o (x , y) et ©' =  &  (x , ÿ) étant harmoniques

(5) A0 o =  A©' =  o.

La fonction cp =  9 (# , y) est biharmonique

(6) AA9 =  o;

son laplacien est lié à la fonction ©o par l’intermède des équations Cauchy- 
Riemann

~dÿ~ ’
3®o
dx

On observe que la fonction O doit être de la classe C4, de même que la 
fonction cp; il est suffisant que les fonctions ©o et ©' soient de la classe C3. 
De plus, il faut remarquer que la représentation donnée dépend seulement 
de trois fonctions arbitraires: la fonction harmonique Q (en trois variables), 
la fonction harmonique ©' et la fonction biharmonique 9 (les deux der
nières fonctions en deux variables). Le problème considéré est donc un 
problème qu’on peut nommer quasibidimensionnel.

En partant des équations du problème, on est arrivé, pas à pas, à la 
représentation finale; cette représentation est donc complète (tout état de tension 
peut être représenté sous cette forme).

On introduit les notations

(7)
dx

n s p)
dy

(8) 0o = 92©o
dx dy

32 ©'
dx

3 2 9

dx dy ’

< 4 ' )  ©  —  * © o  +  © '

et l’on pose une condition d ’harmonicité pour les fonctions ©0 et ©'

(SO A©o =  A©' == o

et une condition de biharmonicité pour la fonction 9 

(60  AA9 =  o.

Les équations Cauchy-Riemann

/ 9 (Aÿ) ■_ 3©o

M  ’
d (A<p)   3@o

dy d%

seront aussi vérifiées,
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L ’état de déplacement sera exprimé par

(9)

2G [u — (— yoP +  2(0° +  «„)] =  —  —

______ i____ 3_ / 3©   f 3© \ i ■—- [i, 3©
4 (ï +  ix) dy \ dx y  dy ) ■  2 (1 +  (x) dy ’

2 G  [V------ ( ----- 2 (0° +  X(0° +  V0) ] ' =  ------  —  +

4 0  +K>
3 / 3 ©  3 0

dx \ dx y  dy
I —  [L 3© 

2 (l--}- [x) dx }

(9') 2 G \w  — (— x(o° +  y(o% +  W0)] =  — [JU?© -f [X — © 0 —

ï — (je. / 32 32 9 \
2 (I +  fi) \  dx2 ~  ~dÿ*) ’

où G est le module d ’élasticité transversale; les constantes u0 , v 0 ,w 0 , co® , ojü , <o° 
sont les déplacements, respectivement les rotations du corps considéré comme 
un rigide, étant déterminées par les conditions de fixité dans l’espace.

3. -  L iaison à  recherches antérieures.

À l’occasion d ’une vaste étude sur les plaques planes épaisses, E. Al- 
mansi (cfr. [ï]) a donné une formulation du problème traité ci-dessus, à 
l’aide d ’une fonction qui correspond à la fonction potentiel £2. On obtient 
aisément une signification physique de cette fonction, en considérant le cas 
d ’un état de déformation incompressible, c’est à dire le cas où l’on a

(io ) © =  ©„ =  ©' =  O;

en supposant que la condition (ï) reste valable, l’état de
p a r

( i o
__ 3s n

<*x =  — ' ay dxdy  ’

( i o
( * » = —

3
dx E Ï + / ) .

( =
3
dy

( u " ) j _ ( 3 2n  32 ß '
* x y 2 1 3;tr2 3y2

tension sera donné

où la fonction /  =  f i x  , y)  est harmonique

(12) A /=  o

de la classe C3. L ’état de déplacement s’exprime d ’une manière analogue.
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Pour une fonction potentiel harmonique O, de la forme (on utilise les 
notations introduites au point précédent)

(13) Û
32 © 0  32 © 0

+12 (1 4 - ja) \  Bx2 dy2 J 4  (1 4 -  pt) \  èx

J ----- 1----——.a'3  1... ^ £(p}

3©o 3©o \ ,
* ---------y ^ r )  +

6(1 +  P.) ~ t i +  fi

les formules (2), (2'), (2") conduisent à l’état de tension

' +  g (x
12 ( i  + t i )  \  ?_

04)
2 ^ ~ z f 32& °

12 (1 4 -  \l) \ 9 ^2

4 (t +  fi.) V dx

S2 @o

?y2 / 1 4(1 +  JA)
3©' 3©'

3y

3©o \
~ w Y

x  --------- l ' i r l  +  v 0 '

+
I

4(1 +  JA) X

cyz

e©'

( h o

( h " )

c©o
2 ( i  +  [x) dy 

2̂ 9©0

i — [i l 3©o 3©o \
- w + w * \ x ^ ~ r ^ r )  +
3©'
dy

3©'

3©' \ i n
- ^ - 5r)  +  T e ’

2 ( 1 + ^ )  3*

2 ( 1 + (A) 37 ’

IA 3©'z -
2 ( i  +  JA) dx

2 " 4  3̂ 32 Qo 1 1 — t*
0 ( 1  4 -  JA) dxdy  *" 4 ( 1  4 - JA)

I

4(1 +  W V dy
X

c©'

/ 3©0 . 3©o '
-  Z 1 X 3jj/ +  y ~âT.

30' \
'

La partie harmonique de la fonction biharmonique <p =  <p (x , y) (qui, 
d ’ailleurs, est arbitraire dans les formules (2')), va être prise égale à la conju
guée harmonique de la fonction cfi © 0/(2 —  jjl). En posant 0 ' — o et en 
introduisant la notation

<!' =  • 1 “  ^  ÌX y  ^ 0
4(1 +  (i) \ ry05)

qui conduit à

(16)  ̂ A+ = _ i ^ 0 o>

on trouve l’état de tension

(
(17)

07 ')

* > ^  +  0  0 + * * *1 I 4 -  JA U ‘*  6 ( 1  4 - JA) dy2

 ̂ _ 2 ----- (A % 3 2 © 0 , Z

6 ( 1  + [ X )  2  ~ d x ï ~  +  I  + ( J l

’

a  1 324
° 0 +  2 ~w >

2 ( 1  4 -  (A)

2 ---- (A « S2 ©0

6(1 4~rt dxdy
3a 4

3# 3/(17")
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donné par J. H. Micheli (cfr. [7]) et A. E. H. Love (cfr. [6]) pour un cylindre 
droit de longueur finie (éventuellement une plaque plane épaisse), dont les 
sections de bout z =  ±  a sont exemptes de tensions.

On retrouve ainsi les résultats classiques les plus importants. Observons 
encore que la formulation (2), (2'), (2") a une forme plus simple que celles 
données antérieurement et un champ d ’applicabilité plus large (elle est, 
d ’ailleurs, complète). Par exemple, si

(*8) , A F ^  =  o

est la partie harmonique de la fonction biharmonique cp et si l’on pose 

( i8 x) @0 =  ©; =  o , Q, =  ~  cz3 — cz (x2 -(- y 2),

on obtient l’état de tension

09 ) <5X =  Gy =  Gz =  TXy =  O,

( ‘ 9 0  v  =  ^  +  -  ^  =

qui correspond au problème de la torsion d'une barre droite cylindrique de 
section transversale quelconque (cas particulier d ’un état de tension anti- 
plané); ce résultat ne peut pas être obtenu par particularisation, en partant 
des formulations de J. H. Michell-A. E. H. Love ou E. Almansi (à cause 
de la fonction 9, qui y manque).

4. -  C a s  PARTICULIERS.

Dans le cas d ’un état de tension antiplane on pose les conditions

(20) — o, =  ryz =  ° ,

ainsi que les trois composantes du vecteur tension qui agit sur un élément 
de normale extérieure d ’après l’axe Ox soient différentes de zéro. On obtient 
l’état de tension

(21) gx ~  azx +  a' XJ  +  & oc. A d y  bz A A,

dF.y z
+dy 4 ( i +  jx)

I

^ [a (d2 — z2) —~ 2 z ( a /y  

z (az A b') A cy ,
(21)

dF.y z

dz 4(1 +(x)

I

2 (i +  y)

^ [a' (y 1 —  z2) +  2y  (az -f

y (a 'y  +  b') —  cz,

*01

C l

2(1 H- n)
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où a , b , c , a \ b't cr, d ' sont des constantes arbitraires; la fonction F ^  =  F (y , z) 
est harmonique

(22) AFJ2 =  o

de la classe C3.
Dans le cas d ’un état de cisaillement pur , on pose les conditions

(23) cr* =  ^  ^  =  O

et l’on obtient l’état de tension

I ^ y z  Ç ^ x y  - ^ 0* )  î

(24) j T,* =  ~  (F„ — F ,,) ,

1 T*y =  - | r  (F** — F^)

G ÏV  — +  Z(Ùy +  «0 ,

^ - F « —  +  Vo,

™ — X(ù°y +  y<ùl +  w 0.

variables F „  =  Fyz ( y  ,z)  , Fzx =  (* , x) ,
Fxy =  Fxy (x , y)  sont harmoniques

(26) AF„ =  AF„ =  AFay =  o

de la classe C3 et =  F „  (y  , z) , Fzx =  F^ (z , x) , Fxy =  Fxy (x , y)  sont 
leurs conjuguées harmoniques.

On trouve ainsi une interprétation intéressante pour les fonctions
F y z  J ^ z x  ) ^ x y introduites par nous dans une représentation générale de l’état 
de tension en élasticité tridimensionnelle, à l’aide de certaines fonctions de 
tension (cfr. [14]).

et 1 état de déplacement

(25)

W :

Les fonctions en deux
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