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Analisi matematica. — Swu/lla migliore uniforme approssimazione
di funziont continue di pin variabili mediante polinomi ordinari ©.
Nota di Sercio GUERRA, presentata ? dal Socio G. SANSONE.

SUMMARY. — In this paper the known theorem of Jackson is extended and the opti-
mum for the absolute constant is attained in the m—dimensional case. The result is obtained
through techniques like [2] and [3] here.adapted to s—dimensicns.

In un precedente lavoro [3], precisando un ben noto teorema di
Jackson [1], si & provato che, se f(x) €C [—1, 1] col modulo di continuita
oy (3), fissato l'intero positivo #, esistono e un polinomio ordinario P, (x),
di grado non superiore ad 7 ed una costante assoluta M < 1, tali che per essi
risulta

max |f(x) —P, ()| < Moy (%) .

x €&[—1,1]

\ .

In [4] si € poi provato, con un esempio, che M = 1 rappresenta la migliore
costante. Con la presente Nota si estendono questi risultati al caso di fun-
zioni continue di pit variabili (cfr. il teorema del n. 5 e il n. 6).

1. — Detto
(1) R*={06;0=(1,--,6,)}

lo spazio reale euclideo ad 7 dimensioni, indichiamo con G,, la classe delle
funzioni g (8) continue nell'ipercubo

13 ™ . . .
(2) Q, = 0;—7§6ig2—y, i=1,---,m, v intero non negativo| s

pari rispetto a ciascuna delle variabili e prolungate su R” per periodicita
m/2v—1 rispetto a 0, G =1, ---,m).

La paritd implica per la serie di Fourier di una qualsiasi g (0) € G, la
forma ' :

oo

(3) 0211, iy Moy @y OB cOs 7, 0,
con

I .. . . .
@ Mor, = (£ numero degli indici 7; non nulli)

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del Gruppo di ricerca n. 24 del C.N.R. (1967-68).
(**) Nella seduta del 10 febbraio 1968.
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e

(5) Gr,.oyr,, =% - -fg(z,‘l,- oy ty) COSFLLL » + + COS 7y b,y Aty - - - dE,, .
Qo

La periodicita implica poi

(©) Bryor,y = O

1 m

tutte le volte che, per uno almeno degli indici 7,, diciamolo 7;, risulta

7
€l 7; £ 0 (mod. 2%).

I coefficienti (5) che figurano effettivamente in (3) sono pertanto del tipo

3 a

®) 2y, 2,

con /41, -, 4, interi non negativi. Per semplicita di scrittura porremo, d’ora

in poi,

(9) s;= 2"/ G=1,---,m).
2. — In corrispondenza ad ogni g (0) € G, consideriamo un operatore

lineare A (g ;0) del tipo
(10) Ag;0) = E;,l;,m Mg, .o, p%’?/,m -cos s101---cos s, 0,,,
0
con i pﬁ,’;),..‘,;lm costanti.
Risulta
(11) A(g;0)=P,(cos2"br, -+, cos2"b,,),

con P, (xy, -+, x,,) polinomio algebrico di ordine non superiore ad 7 rispetto
a ciascuna delle variabili.
Basta per questo osservare che

(12) cos 5; 0, = cos 2V 4,0, =T, (cos 2V 6,),

essendo T, (x) il polinomio di Tchebyschev, di 12 specie, di ordine 4, .
Posto

(13) o) =09, -, u,) :;kl,_..,hm MNijyooii, pﬁ,’?’_,,’hm.cosﬁlul. . .cosh,,u,,

Voperatore (10) pud infine scriversi nella forma

(1) Alei0) = [ el +0) e du.
Qo

Infatti, poiché Qq contiene 2" ipercubi di lato 7/2¥—1, per la supposta perio-
dicita, risulta

amv |
Bs o5y = J--~fg(t1,-~,z‘m)cosslz‘1-~-cossmz‘mdl‘1~~dz‘m;
Q

v
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da questa, per la parita della g (6), segue allora

A(g;0) = 271,” "()‘:hl,...,hmxhl,...,hm . Pg;)hm f . -fg GUTERI

Q’V

©COSS1#1 ++ - COS S, 2, - cOS 5101 -+ cos s, 0,dt - dt, =

2my (
= / /g(l‘l,'“,l‘m> };hl.~-.,hm MNijyooosy, - P/Z),---,hm

" m
J
' Q

~cos s1(t1—01) ---coss,, (¢,—6,,)dn - 2,

v

e quindi, posto
2V (4 —0) = u; G=1,--,m),
la (14).

3. — Dimostriamo i due lemmi seguenti.
LEMMA 1. — E possibile determinare le costants pﬁ,’i’,..
per esse risulti
1) o9,(m) =0, per ogni u€Qp;
2) P 0=1

() =3
3 PY e, =08

b, tn modo che

1 per j=¢
o per j==1¢.

Si consideri la funzione

essendo ¢ =

con

l
)

_ rr+1nm . - 2¥m — .
¢ =sen T r— H, = 27 ¢ , W= (j

Essa ¢ della forma (13); si ha infatti, con ovvie notazioni,

”n

”n
. i (r—s)u . i(r—s)w,,
~—H,,E,,:c,£se ‘.---.E,,;c,c:e m =
0 0

i n—1 n—2
= H”gzcrc,—i—ZZc, Cr41 COS 2L+ 2 Ec,c,+2 cos2uy -+ - -+ 2¢g ¢, COS Ry
r=0 r=0 r=0

\

” n—1 n—2
Ec,c,—l—zz CpCry1COS U, 2 Ec,c,+2 cos 2#,, + - - -4 2¢y¢, cos nu,,
r=0 r=0 r=0
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La proprieta 1) & verificata ovviamente. Essendo inoltre

4 n m
H,,Eoc,c,.~-~zc,£,:H”<E cf>‘= ;m )
=

dalla (4), segue la 2).
Per quanto riguarda la 3) si osservi che, per essere

T T 1 4 1) — 1T
cos - sen = — |sen L- -+ sen )
7+ 2 n-+2 2 7+ 2
cioe
™ I \
Cy_1- COS = (¢, _ c
7 —1 ni2 2 (r 2 + r)
e quindi
2 ™
Cy—1* COS nt2 - Py (Cr—Z Cr—1 + Cr—1 €r> ’
risulta
n+1 n+1

cos niz . }_‘6@_1 = Z (67—2 b1 6o16).

Ma ¢c_; =sen0o==0, ¢,.1=senmw =0 e, pertanto,

n—1
E c = EO CpCrat -
=

71-|—2 r=0

Da questa e dalla (4) segue allora, qualunque sia I'indice 7,

n—1
I
S T R ) ) B

n m—1 . .
k2 2
- [ == - COS .
n—+2 (rgo ’) 71 7+ 2

D’ora in poi supporremo sempre, anche se cid non sard esplicitamente detto,
che le costanti pf,’;) ...,s, siano scelte come indicato nella dimostrazione del
lemma precedente; supporremo cioé che, per il polinomio trigonometrico (13),
siano rispettate le proprietd 1), 2) e 3).

=2H, cos

LEMMA 11. - Vale la seguente disuguaglianza

(r5) n% (§|%,|@n(u)>du£mnl/§,/;t;;z

(]

\

e T 2U; .
Poiché, per o <u, <=, ¢ 22 < senwu,, si ha
b ) 2 b T Rl

fl%]cpn(u)du—— (2) dus;

{o0) doe <-——J sen'
Qo Qo
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per la disuguaglianza di Schwartz e per essere

(16) —T-:Wfqan () doe = 1,
Qo
segue inoltre

e [sen [, oo | [rent o ) [ =

Qo Qo Qo

ZW'V%_'VW%J'(I—COS%QCPn(%)d%:

Qo
_nl/~ VI——Jcosucpn(u)du—ﬂ:V l/I—COS :2

Se allora scriviamo le 7 disuguaglianze che si deducono da quella ora otte-
nuta dando all’indice 7 successivamente i valori I ,---, 7 e sommiamo queste
membro a membro, si perviene alla (15).

4. — Sia g (0) € G, ; detto
w0, ()= max |g®—g®] H9—§H=V§(ei—-§,>2,

[16—9<5
il suo modulo di continuita, sussiste la disuguaglianza espressa dal seguente

TEOREMA. — Per ogni 0 € Qy risulta
I 2
(17) ]g(e)MA(g;eﬂ<°°g(;)'(1+’”'2vT>'
In virtt della (16) si pud scrivere
g0 =—- | 20 e, () du
Q

e quindi, tenendo conto della (14),

A, (g;0)—g O =— fg g(e)l P, () due.

Da questa, per note proprieta del modulo di continuitd e per il lemma II,
segue allora

Ag;0)—g®) <—
|A (g £ < Qfog(

5 +9)—g(9>‘<?n<u>dug

< o [or (120 0 de = 5 oy (- 120 ) g, <
Qo " Qo
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= o (3): —Qf( o ll) 9n ) e =, (£ |1 + ,r—,:?;(luun 0 ) du| =

<o (2] 2 [ (£ ) on 0 | <

Qo
1 nw N
o, (= _ - =
< g<n>(1+zVV§ m‘/l cosn+2>
1 7T L I LT
zwg(;l‘)(l—{_mZ—Vsenm>£wé’(\7><I+?ﬂ?271—|—4><
2
< g )=o) s )

5. — Sia ora C [U] lo spazio delle funzioni continue sull’ipercubo

(18) U=s{r,—1<x,<1,i=1
di R™.
Dimostriamo il seguente

LEMMA. — Se f(x) €C[U] col modulo di continuits &;(8) e se v, (8) &
il modulo di continuity della funzione

£ (0) = f(cos 2" 0),

o m)

allora risulta

(19) 0, (3) <o 3.
E infatti

=V E o7 <) e
=1 i=1

szvV}: (0, — 02 = 2v|6—1],
=1

da cui

o, () = max |g(®) —g @) = max |f(cos2"0)—f(cos 2" )| <
lo—B]1<d lo—%l<s

< max | f(®)—/@)| = @?).

ll=—%]1 <8
Vale allora il seguente

TEOREMA. — Se f(x) € C[U] col modulo di continuita «;(3), fissato I'in-
tero positivo n, esiste un polinomio algebrico P, (x), di ordine non superiore
ad n rispetto a ciascuna delle variabili, tale che, per ogni x € U, risulta

(20) | f (@) — P, (%) | <My, (%) ,

con M costante positiva assoluta < 1.
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La sostituzione
(21) x = cos 2V 0

trasforma U nell’ipercubo Q, e la f(x) in una funzione g(6) = f (cos 2¥ 0) €G,,.
Se 0 €Q,, per la (11) e per la (17), risulta

A (g560) —g(O)] = | P,(cos 270) —f (cos 2°0)| < e, (=) (147 - 7o )

Da questa, per la (21) e per il lemma precedente, segue

£ ) —Pu@) | < o) (14 m- 2r)

per ogni x € U.

Valendo la disuguaglianza ora ottenuta qualunque sia lintero non
negativo v e poiché » non dipende da v, passando al limite per v — co si
giunge infine alla tesi.

6. — Nella (20) M = 1 rappresenta la migliore costante, qualunque sia
la dimensione 7 dello spazio ambiente.

Per verificare quanto asserito, fissato comunque »z, basta considerare
in U la funzione f (x) (continua) cosi definita:

A

1) f(x) & costante rispetto ad x; (Z =2 ,---, m),

2) f(x) & pari rispetto ad xy,

‘\_,éx1—|-(27—{—1), per 2; legzrzl (:7’:0,1,' ) [/e;—lb
3)f<x>: ' : \ 2741 27+ . k—2
| hxy—(27+1), per ——<m <= (”_O’I""’[ 2 D’

% intero positivo ed osservare che, per tale f(x), scelto #z = 24— 1, per
ogni M, < 1, esiste almeno un £ per il quale risulti

E,(f) > Mo (1) @

essendo E, (f) la minima deviazione da f (x), nel senso di Tchebyschev.
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