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Meccanica. — I l  teorema di Menabrea alla luce delle deformazioni 
finite. Nota di G i u s e p p e  G r i o l i , presentata dal Socio B. F i n z i .

Summary. — A theorem just similar to the theorem of Menabrea valid in the linear 
theory of elastic equilibrium has been established in the case of finite elastic deformations. 
The possibility and the meaning of its inversion have been discussed.

U no dei più noti teorem i della E lastostatica classica (lineare) è indubbia
m ente il teorem a di M enabrea, di grande interesse per le svariate applicazioni 
che esso consente.

T ra  l’altro, esso perm ette una trattazione integrale del problem a fonda- 
m entale dell’equilibrio elastico, anche in presenza di vincoli unilaterali, e di 
avere delle indicazioni sul com portam ento di un appoggio unilaterale con 
attrito  [1].

Nel caso di deform azioni finite non esiste un analogo teorem a di M ena
brea, dato che non è possibile identificare l’espressione dell’energia potenziale 
con una form a quadratica positiva, né identificare il campo di integrazione 
con la configurazione di riferim ento.

Esistono principi variazionali validi nel caso di deform azioni finite, m a essi 
solo alla lontana possono accostarsi al teorem a di M enabrea e si presentano in 
una form a piuttosto astra tta . Ricorderò quelli contenuti in [2], [3], [4], [5], [6].

Nelle pagine che seguono mi propongo di dim ostrare la possibilità di 
stabilire un  teorem a strettam ente corrispondente nel caso di deformazioni 
finite a quello di M enabrea del caso lineare, salvo, naturalm ente, che le 
possibilità di applicazione possono riuscire più lim itate poiché non è possibile 
iden tificare. il cam po di integrazione (che risu lta  esso stesso incognito) con 
la configurazione di riferim ento. In tendo dire che se anche si dà veste lagran- 
g iana alla trattazione e si riporta  il calcolo degli integrali che intervengono 
alla configurazione di riferimento, tuttavia, nelle funzioni integrande inter
viene l’incognita configurazione attuale.

Vale la pena di osservare che sulla base del teorem a stabilito si può spe
rare di trad u rre  il teorem a di esistenza per deform azioni finite in quello del
l’esistenza del m inim o di un  certo funzionale, in analogia a quanto avviene 
nel caso lineare.

i .  P r e m e sse .

Denoto con C la configurazione di riferim ento (che supporrò esente da 
stress) di un  solido elastico in equilibrio, con C ' la configurazione attuale, 
con y r , xr le coordinate rispetto a una prefissata te rn a  trirettangola levogira (*)

(*) Nella seduta del 13 gennaio 1968.
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di due punti corrispondenti P , P ' di C , C ' rispettivam ente, con zrs le cara t
teristiche di deform azione della trasform azione C -> C ', con U  l’energia interna 
del solido, con E l ’entropia, con T  la tem peratu ra  assoluta.

Com ’è ben noto, l’espressione dell’energia libera è

(1) 3 =  U  —  E T .

In  corrispondenza a una qualunque trasform azione infinitesim a da C'~ 
a C ' +  dC', si ha

(2) S3 =  - Y /OTS£/m- E S T ,

ove Y im denota il tensore lagrangiano dello stress. D a (2) segue

(3) 8 (3 +  zlm Y lm) =  e,„ §Y/W —  E S T .

Supposte invertibili

(4)

si deduce

(5) Slm =  aIm (Y rs , T) .

Si denoti con 3 (Y ,T ) la funzione delle Y/w e di T  che si ottiene in trodu
cendo le espressioni (5) delle z!m nella 3 (e , T):

(6) ä (Y /„  , T) =  3 [alm (Y„  , T ) , T ] .

Si indichi con Z la seconda funzione potenziale:

(7) Z =  — 3 —  z,m Y /m.

le note relazioni

Y;„ =  -
33

Per ogni trasform azione infinitesima a partire da C ' si ottiene, tenuto  
conto di (5),

(8) SZ 33
da.  d Y l

Pq
‘ °ln SY

da,
Y,... SV*. — 33

Ne segue

(9)

(10)

3Z
W 7~ ’l m

E 3Z
3T" ’

2. E s t e n s io n e  d e l  t eo r e m a  d i  M e n a b r e a

AL CASO DELLE DEFORMAZIONI FINITE.

D etti Fr , / r i vettori rappresentativi delle forze di m assa e superficiali, 
riportati allo stato di riferim ento ë a il contorno completo di C, le equazioni 
indefinite di equilibrio e le condizioni al contorno (nell’ipotesi di forze super-
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fidali ovunque assegnate, caso in cui, per semplicità, mi porrò) si scrivono 

0 0  ( x r , l  ~  (in C),

0 0  ^ r , l  Y l m f r  (SU g),

ove la virgola denota derivazione rispetto alle y r e nm la norm ale in terna a g . 

L a configurazione attuale  sia definita dalle uguaglianze

0 3 )  xr =  t ( y , )

e sia Y /m lo stress lagrangiano effettivam ente presente. Sia inoltre Y  ïm =  
— Y/w-f  SY/w un generico stress vicinissimo a quello effettivo e in equilibrio 
sulla configurazione C ' con le forze esterne.

Le 8Y /m verificheranno le equazioni

0 4 )  ' (+ r./8 Y lm),m =  o ,  (in C),

0 5 )  $Y/mnm =  o , (su g).

D a (14), (15) segue

( l6 ) f ^ .« + r . / '8 Y /)BdC =  o ,
c

ove ur =  <0— JV è lo spostam ento da C a CY 
Risulta, evidentem ente,

0 7 ) '  ' W , I  ^ r , m  ~  U rifn tyr , l  +  K m  ^ r , l  =  2 ë /w +  8 / m  ,

se con 8/m si denota il simbolo di K ronecker e con zim lo strain subordinato 
alle .

D a (16), (17) segue subito

( l8) f ( 2 Ïlm — «m.l)8Y lmd C = 0 ,
c

che, tenuto conto di (9), dà

(19) SY/w dC =  o ,

Dalle equazioni (14), (15), m oltiplicate per y , , in tegrate s u C e n  rispet- 
tivam ente e som m ate, si deduce

(20)

da cui1 segue

(21)

J Y . /  SY7< dC =  o
c

%r>i 8Y lt dC =  —
/c

SYrt d C .
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La (19), tenuto conto di (21), dà

(22)
Y/ot=Y

8Y/m dC =  o .

Posto

(23) A  =  J ( z - 2 - 8 * Y A) d C ,
c

la (22) si scrive

(24) SA =  o .

Essa si legge: tra tutti gli stati tensionali che sulla configurazione attuale 
sono in equilibrio con le forze esterne quello effettivo rende stazionario il fu n 
zionale A.

È questo l ’enunciato della preannunciata estensione al caso delle deform a
zioni finite del teorem a di M enabrea. N aturalm ente, adesso non si può 
affermare che A  sia m inim o in corrispondenza allo stato tensionale effettivo 
dato che la variazione seconda della Z, a differenza di ciò che accade nel 
caso lineare, dipende dallo stato  attuale. T uttav ia , se la configurazione di 
equilibrio C' è sufficientemente vicina a quella di riferim ento C, si può dim o
strare che A  è minimo.

Non è difficile riconoscere che nel caso lineare il teo rem a stabilito si riduce 
proprio al teorem a di M enabrea. Supposto, infatti, di essere, per semplicità, 
nel caso isotermo, la 3 si riduce a una form a quadratica nelle Y im e si ha

(25) Z =  - 3  +  - f f -  Y * , = F ,
1 Un

Ne segue

(26)

È evidente che il secondo integrale di (26) altro non è che la somma 
delle coordinate astatiche di uguali indici della sollecitazione esterna m olti
plicata per il volume C [7]. Il secondo integrale di (26) è, pertanto, nella classe 
degli stati tensionali in equilibrio con l’assegnata sollecitazione esterna, 
invariabile (nel caso lineare) e può essere soppresso. Si ricade, così, nel 
teorem a classico.

A =  J a  (Y) dC —  -  J s /M Y lm dC . 
c c

3. Sulla possibilità di inversione del teorema precedente.

Sia x r =  (yf) una configurazione (attuale) tale che nella classe degli
stati tensionali soddisfacenti alle (11), (12) ne esista uno, Y > che rende 
stazionario il funzionale A
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Si ponga, formalm ente,

(27)
dz \

dYlm JYlm=YL  '
Ne segue

(28) J (2  4 ,  +  *,„) SY*. dC =  o .

Poiché lo stress Y}m -f- SY/m è in equilibrio con la sollecitazione esterna, 
le §Y/m verificano le (14), (15)- È evidente allora che com unque si scelga la 
m atrice | M /v|, a elem enti dipendenti dalle y th le §Y/w soddisfacenti alle 
uguaglianze

(^9 ) ^ Y i m &rfp &mvqY\~tyfpq ,

ove ertp denota l’indicatore di Ricci, soddisfa alle (14), e, con qualche restri
zione per la m atrice | M /v | che, tu ttav ia , lascia una larga arb itrarietà  di scelta, 
anche alle (15).

D etto Crl il complemento algebrico dell’elemento <pr>/ nel determ inante 
delle ÿr>/ e D il valore (certam ente non nullo, anzi positivo) di tale de ter
m inante, da (29) si ricava

(3 0 ) &rtp £ m v q Y \- tv ^pq

Posto

(2  %im -f- 8lm )  ~ ~  ,(3 1 ) Q r m

da (28), (30), (31) segue

(Ŝ O I Q r m  &rtp ?mvq ~^^-tv,pq dC — O ,

valida per ogni scelta della m atrice | M,v ) che perm etta di soddisfare alle (15) 
[ad esempio, per ogni matrice i cui elementi hanno nulle le derivate seconde 
sul contorno a di C].

La (32) implica come condizione necessaria e sufficiente per il suo 
verificarsi

(33) Qrm,pq &rfp &mvq == O •

Vale la pena di segnalare l’analogia formale tra  le equazioni (33) e le 
ben note condizioni di congruenza del caso lineare, ove le Qrm si identificano 
proprio con il tensore di C auchy-G reen di deformazione.

Esistono, pertanto, tre funzioni vr delle y t tali che risulti

v34) Qrm •

Di conseguenza, le (31) danno

(35) &lm “  {Pr,m ^Im) •

5*



74 Lincei -  Rend. Se. fis. mat. e nat. -  Vol. XLIV -  gennaio 1968 [74]

Si è così dim ostrato che le zìm definite dalle (27) sono, in corrispondenza 
alla sollecitazione che rende stazionario il funzionale A, congruenti, esistendo 
tre funzioni vr delle y t da cui esse derivano.

N on si può, tu ttav ia , affermare che le vr coincidano con le , m a 
questa è una questione che nel caso lineare dell’inversione del teorem a di 
M enabrea non viene neppure considerata, lim itandosi a constatare la congruenza 
della deform azione subordinata dallo stress m inim ante [8],

Sulle vr si può, però, dire subito che la sim m etria delle z'im impone ad esse 
le condizioni

(37) r̂ , l  *Pr,m G .
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