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Meccanica. — Su wna categoria di gusci di traslazione. Nota
del Corrisp. Pracipo CicAra.

SUMMARY. — Concerning translation shells for which the ratio of main curvatures is
small an elastic theory is presented which contains, as a special case, the theory for long
cylindrical shells. Orders of approximations are defined by means of the thickness parameter.
For stress states having sinusoidal lengthwise variation a resolution procedure is suggested.

INTRODUZIONE.

Sono frequentemente impiegate nelle costruzioni, specialmente nelle
coperture, strutture formate da un sistema di archi uguali, giustapposti, con
sezione variamente profilata, di piccolo spessore. Ciascuno di questi archi,
quando se ne raddrizzi 1’asse, puod essere considerato come guscio cilindrico
di lunghezza rilevante rispetto alle dimensioni trasversali, anche se gli ele-
menti adiacenti sono cosi collegati da costituire un complesso continuo. La
trattazione piti completa del guscio cilindrico «lungo » fu data da Wlassow
(Rif. 1, Cap. XI, XII): le ipotesi semplificative su cui quella si basa trovano
sistematica giustificazione nel metodo degli sviluppi parametrici (Rif. 2,
Cap. 11). In questa Nota viene presentata una teoria che, nello stesso ordine
di approssimazione di quella sopra menzionata, introduce la considerazione
della curvatura degli archi, nell’ipotesi che la freccia di questi sia dello
stesso ordine delle dimensioni trasversali della sezione.

CONSIDERAZIONI GEOMETRICHE.

Indicando con #,j,%k una terna di versori ortogonali, si esprime la
coordinata vettoriale del punto della superficie media X nella forma

(1) x, =xf+yj+zk |, z=f-—2a22a

con a costante e f funzione di y. Si tratta dunque di una superficie di trasla-
zione, generabile imprimendo la traslazione x4 — 42 k/2 @ alla curva g rap-
presentata da yj -+ fk.

Si assumono come coordinate &, , &; su X gli archi sviluppati delle curve
y = cost., x = cost. e si indicano con °," le derivate /3%, ,3/3€;. Si ha cosi

L . x /

x,, = t, = (z— ;k>/ma
X, =ty = (J + f, k)|ms

(2)

(*) Presentata nella seduta del 13 gennaio 1968.
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/ 2, 2 / 2 i .
essendo m, = 1 +x7]a", my =) 1+ £, f,=df/dy e quindi ¢,,¢ i ver-
sori tangenti alle linee coordinate. Questi, insieme con il versore #» normale
a 2, dato da

x

®) ne (i fyi b R)m o=V

a

costituiscono la terna birettangola di riferimento locale. Nella direzione =
si misura la coordinata { che va da — %/2 a %/2 : / & lo spessore, qui supposto
costante.
Nell'analisi strutturale intervengono i parametri geometrici ¢ definiti
dalle relazioni
to=cnt,+ cpty +cgm
4) tp = Cot, + Coa by + cgm

n=oct,+tct, , n=ct,+ oyt

essendo nel caso in esame ¢; = ¢, = 0. Con facile calcolo si ha

2 3 9 2 2 2
@& mym, = — xf, Coyp My My = — My Xf,
2 9 2 3 3 2
C1g Mty My, = — 1y, [, Cog @ mymy, = —x [, f,,
r)’ 2 J— 2 _
(5 C13 amg M, = — 1 Cog MG M, = [,
3 2 2 3
¢ am;, = mj Co @ mymy, = my xf,
3 3 )
g amy iy, = — m, xf, [, CaMy = — My [y

APPROSSIMAZIONI DELLA PARETE SOTTILE.

Per un ordinamento sistematico delle semplificazioni adottabili nel cal-
colo della parete sottile & vantaggioso introdurre un paramentro 8 proporzio-
nale allo spessore e studiare il comportamento delle incognite per & — o.
Per questo & possibile usare i metodi dell’integrazione asintotica o pitt sempli-
cemente valersi di sviluppi in serie di potenze di 3, previa introduzione delle
«lunghezze di variazione », a misura degli intervalli di coordinate in cui le
incognite subiscono variazioni dello stesso ordine dei valori di partenza. In
particolare, per il guscio cilindrico definito dalla (1) per 1/a =o0 detti L, / gli
intervalli di variazione nelle coordinate x, ¥, ove si ponga L//=o0 (34/2),
ossia per un’incognita V generica

(6) V' = o (V' 3"

si ottiene, in prima approssimazione, la menzionata teoria di Wlassow: in
seconda approssimazione si giunge ad un affinamento (Rif. 3) che contiene
e completa le correzioni suggerite da Novozhilof (Rif. 4). Il metodo citato
(Rif. 2) conduce a ricavare dalla teoria elastica tridimensionale una succes-
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sione di sistemi differenziali che permettono di spingere il calcolo fino alla
voluta potenza di 3. Lo stesso metodo venne usato per l'analisi del guscio
la cui X & data dalla (1), nell’ipotesi che oltre alla (6) sussista la relazione

Q) L? = o (al).

Saranno qui presentate le relazioni corrispondenti al primo passo di
approssimazione, omettendone la deduzione per necessita di spazio. In queste

intervengono solo tre parametri di curvatura, che si indicano con g, = —¢;3,
s = —Ca3 , Py = — ¢12. Per essi dalle (5), tenendo presente che & x/a =0 (3",
si ottiene ' '
1 1
©) g = — I]amy - - Cog = fyylmy- = —c4
1
C19 = —f;,/amb' (O
a
In queste relazioni, come nel seguito, si usa il simbolo --. a separare

gruppi di termini di ordine relativo §7: il segno, posto alla fine di un’equazione,
indica 'omissione di un residuo o (8%) rispetto all’ultimo addendo esplicito.

]I, SISTEMA DIFFERENZIALE.

Supposto il materiale elastico e isotropo (di modulo E e coefficiente di
Poisson v), sulla base delle ipotesi formulate, dalle equazioni della mono-
grafia citata (Rif. 2, Chap. 4) con le stesse notazioni salvo le varianti S,
per S;+cy By e ="z (1 — vg), in presenza del carico p, ¢, pst,+ p.n
riferito all’area di X, si ha il sistema

©) S, = Eh (to + o, tty + pu10)- - -

(10), (11) u;—|—pbw:.l.. , u;+u;=-l..

(1), (13) = —w e, By — AR B
(14), (15) p,,+S;.+S;,,=-?. , sh___be..‘.
(16) 5+ Sy S+ 03 Sse— 0, S0 =+

(17) Pt Ss = 025, + 055" .

Nel caso del cilindro (1/a = 0 e quindi p, = p, = 0) puo farsi, nella
stessa approssimazione, il ragguaglio con la notazione di Fliigge (Rif. 5)

Uy =U , U=V , W=W , Sa:Nx ’ Sm}:NxCp;
szNw ) Sb::_Qk‘P ) BLZ—MCP'

5. — RENDICONTI 1968, Vol. XLIV, fasc. 1,
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Nel caso generale, per la definizione degli spostamenti valgono le rela-

zioni seguenti
1 1 2 2
(18) wt,=1u, - R u'tbzub"'—*—cgb"' , Un=—1w---

essendo # il vettore spostamento in un punto generico del corpo.

Per la definizione degli sforzi, detta S, d&, la risultante delle tensioni
sull’elemento di sezione coperto dalle normali a X nel tratto &%, di linea
£, = cost., si ha

1 12 1
(19) S;=(u )ty A (Sp )t + Sy

La tensione preponderante su tale sezione & rappresentata dal vettore
12 B {¢;//3. Con analoga definizione di S, si trova

2 1/2 1 1
(20) So = (Sy+ ) tgr ek S Nty

Gli ordini di grandezza delle incognite sono precisati dalle medesime
(9)—(17), tenuto conto della (6): essi sono determinati dalle componenti di
carico p;, p, a meno che sia p;, p, = o (p, 87), nel qual caso predomina
l'azione di p,.

SOLUZIONI SINUSOIDALI IN x.

Posto che le espressioni di p,, p;, p, contengano a fattore la funzione
sin (mx/L) e che i vincoli nei piani x = 0 e x = L impediscano gli sposta-
menti #; ma lascino liberi gli #,, si ottiene una soluzione in cui z, , #; , w,
Bs» Sy S5, 506, Sp. » By variano proporzionalmente a sin (mx[L). Per queste
variabili, derivando rispetto a £, le (11) e (14) e sostituendo #; = — 72 1,/1.2,
S, = —n2S,[L? si ha un sistema di ottavo ordine, nella sola indipendente &,
Le condizioni a ciascun estremo del profilo potranno stabilire, ad esempio,
una relazione lineare fra =, e S,;, una fra #; € S;, una fra w e S;, e una
fra B; e B, (vincoli elastici indipendenti); l'integrazione potra effettuarsi per
passi e, aggiungendo ad una soluzione particolare, con 4 condizioni arbitra-
riamente poste all'inizio, 4 soluzioni omogenee, si imporra alla combinazione
il rispetto delle 4 condizioni all’altro estremo del profilo. In alternativa si
propone un procedimento che presenta il vantaggio di contenere nei suoi
primi passi la soluzione del guscio-trave, nota generalmente dal trattato di
Lundgren (Rif. 6) ma anteriormente presentata da H. Wagner (Rif. 7) e da
Wlassow. Nelle relazioni che seguono si omettera I'indicazione dei residui o (3).
Introducendo 1'angolo ¢ con tang ¢ = f, risulta

(21) y'=cosg , & =sing , ¢ =—p;, , po=2"a , p, = 2'|a
Poniamo inoltre

_ ! ! . ! !
uy =, ¥y + u, z , w=uy —u,z

(22) ‘
Sp=5,%"+S, , S,=85,9—S5,¢.

Il
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Con le variabili #,,#,,S, ,S, il sistema (9)—(17) assume la forma

S, =Eh(u, +uja) , wu=2027 , wuw=—0Y
w, =1 (u, ' +u, 212, By = ByEhk

23) By =S,y —S,z S, = puz' — (ps+ Su) ¥’
S, =S,a—p,y — (s + Sw)z' , S =mnS,/L2

Integrando lungo la linea ¢ dall’estremo &; = o del profilo si ha

(24), (25) uy=fmdz+fé1 . ug=—fmdy+é2

(26) L= =hrthe+ bt [ bey—5
(27) S =1 f S, d&, + 4,

(28) S, = [ Lpads — (5 + S ] + 4o

(20) S, =2 [s.at— [ sy + (20 52 051 + Ao
(30) By— b+ ko y— ks s— % [ 8,745 +

+ / .Pn (ydy + 2dz) + [ (95 + Sis) (§dz — 2dy)

1) 8 = [ B, dE,[EAL + kg

dove con £ sono indicate le costanti di integrazione: il limite inferiore & fissato
nello stesso estremo per tutti gli integrali. In questo sistema, come nelle (23)
¢ trascurato il termine p,. Con 7, Z si indica la differenza fra la variabile di
integrazione e il valore al limite superiore dell’integrale.

‘Per una risoluzione approssimata si suggerisce un procedimento, imme-
diatamente applicabile se sono note le forze applicate alla sezione x = cost.
e quindi le costanti %4, &5, &g, £7: un facile calcolo di iperstaticita discreta
ne fornisce i valori qualora, invece, siano vincolati gli spostamenti.

Diviso il campo della variabile &, in un certo numero di intervalli A;,
in un punto P; di ciascuno di essi si concentra la deformabilitd flessionale
A,./E/z/z,%. In primo luogo, trascurando questa deformabilitd, con B, = &g,
dalla (27) con laiuto delle (25), (26) si calcola Si: intervengono in questo
calcolo le costanti £, , £y, A3, 43 che vengono individuate in base alle condi-
zioni di - equilibrio globale della sezione secondo i noti procedimenti del
guscio-trave; conseguentemente dalla (30) si determina B;. Successivamente
si ripete il calcolo mediante le stesse relazioni, ponendo per B; un valore
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unitario dal punto. P; in avanti determinando %, , 4, 43, g caso per caso
in base alle condizioni globali d’equilibrio in assenza di carichi. Sia By il
valore di B, che cosi si calcola nel punto P,, ]§j il valore trovato nel primo
calcolo e B; quello che effettivamente si ha in P;. Si potra scrivere per la (31)

= A;
(32) B, =B; + Z Bi_]%z— B,

e, risolvendo rispetto alle B; il sistema delle (32) scritte per ciascuno dei punti P,
si determina la deformazione del profilo g; quindi dalle (24)-(30) si calcolano
successivamente spostamenti e sforzi. Si osserva che la matrice dei coeffi-
cienti B,; ¢ simmetrica; per un'assegnata geometria di g, previa introduzione
di variabili adimensionali, i coefficienti del sistema (32) a primo membro sono
proporzionali a L*/2/7® mentre quelli al secondo dipendono solo, e con legge
quadratica, dal parametro L?/al.

CONCLUSIONI.

Per la categoria considerata di strutture a parete sottile, largamente
impiegata nelle costruzioni, la formulazione proposta sviluppa il calcolo su
una traccia assai prossima a quella in uso per le volte cilindriche (Rif. 6).
Essa isola dai termini fondamentali quelli correttivi e facilita la generaliz-
zazione dei risultati. Applicazioni svolte per voltine di tipo Silberkuhl @
hanno mostrato che i nuovi termini, relativi alla curvatura longitudinale, e
quelli propri del guscio cilindrico danno correzioni della stessa entita.
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