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Meccanica. —■ Su  una categoria di gusci di traslazione. N o ta  (*) 
del Corrisp. P l a c i d o  C i c a l a .

Summary. — Concerning translation shells for which the ratio of main curvatures is 
small an elastic theory is presented which contains, as a special case, the theory for long 
cylindrical shells. Orders of approximations are defined by means of the thickness parameter. 
For stress states having sinusoidal lengthwise variation a resolution procedure is suggested.

I n t r o d u z io n e .

Sono frequentem ente im piegate nelle costruzioni, specialmente nelle 
coperture, s tru ttu re  form ate da un sistem a di archi uguali, giustapposti, con 
sezione variam ente profilata, di piccolo spessore. Ciascuno di questi archi, 
quando se ne raddrizzi l’asse, può essere considerato come guscio cilindrico 
di lunghezza rilevante rispetto alle dimensioni trasversali, anche se gli ele
m enti adiacenti sono così collegati da costituire un complesso continuo. La 
trattazione più com pleta del guscio cilindrico « lungo » fu data da Wlassow 
(Rif. i, Cap. X I, X II): le ipotesi semplificative su cui quella si basa trovano 
sistem atica giustificazione nel m etodo degli sviluppi param etrici (Rif. 2, 
Cap. 11). In  questa N ota viene presentata una teoria che, nello stesso ordine 
di approssim azione di quella sopra m enzionata, introduce la considerazione 
della curvatura degli archi, neH’ipotesi che la freccia di questi sia dello 
stesso ordine delle dim ensioni trasversali della sezione.

C o n s id e r a z io n i g e o m e t r ic h e .

Indicando con i , j , k  una terna di versori ortogonali, si esprime la 
coordinata vettoriale del punto della superficie m edia 2  nella forma

(1) Xm == x i  +  y  j  +  z k  , z  =  f  —  x 2/2  a

con a costante e /  funzione di y .  Si tra tta  dunque di una superficie di trasla
zione, generabile im prim endo la traslazione x i  —  x 2 k/2 a alla curva g  rap 
presentata da y j  -f-f t i 

s i  assumono come coordinate \ a , \ h su 2  gli archi sviluppati delle curve 
y  — cost., x  =  cost, e si indicano con le derivate d/d^a , djd^b. Si ha così

Xfn C ti\ ! m a
(2) V 0 11

Xfn ~ ' ( j  ~f~ fy  Ä) fnZfr

(*) Presentata nella seduta del 13 gennaio 1968.
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essendo m a =  \  i +  x 2ja , m b =  ) i +  f y , f y =  d //dy  e quindi ta , t b i ver
sori tangenti alle linee coordinate. Questi, insieme con il versore n norm ale 
a S, dato da

(3) n =  (— * — fy  3 +  k ] jm n , m n =  ]/ i +  x 2\a + f y

costituiscono la terna birettangola di riferim ento locale. Nella direzione n 
si m isura la coordinata Ç che va da — h \2 a h \2  : h è lo spessore, qui supposto 
costante.

N ell’analisi stru ttu rale  intervengono i param etri geom etrici c definiti 
dalle relazioni

ta — ta +  c12 tb -j- c13 n

(4) f
ri

essendo nel caso in esame

2 3 2 jf2cn  a ni a m n =  —  x jy 

c12 am i m n =  —  mb f y

(ST 1̂3 ami =  — i
3 2cx am'n =  m b

c3 amt ;mn — —  ma x fy f yy

— o. Con facile calcolo si ha 

«r2 i  ami m i .—. —  m a x fyy 

c 22 a m b m n =  —  x  f y f yy 

C‘ïï m h m n = f yy 

c3 a m a mi =  m b x fy
3 i r4̂ m>n Jfla Jy y ’

— 2̂1 ta +  2̂2 tb +  ^23 n
— C1 ta +  C2 tb , n ~  c3 ta +  tb

tb =  ta

A ppr o ssim a z io n i d e l l a  pa r e t e  s o t t il e .

Per un  ordinam ento sistematico delle semplificazioni adottabili nel cal
colo della parete sottile è vantaggioso in trodurre un param entro  § proporzio
nale allo spessore e studiare il com portam ento delle incognite per § -> o. 
Per questo è possibile usare i metodi dell’integrazione asintotica o più sem pli
cemente valersi di sviluppi in serie di potenze di &, previa introduzione delle 
« lunghezze di variazione », a m isura degli intervalli di coordinate in cui le 
incognite subiscono variazioni dello stesso ordine dei valori di partenza. In 
particolare, per il guscio cilindrico definito dalla (1) per i / a = o  detti L  , /  gli 
intervalli di variazione nelle coordinate x  , y ,  ove si ponga L // =  o (§~1/2) , 
ossia per u n ’incognita V generica

(6) V' =  o ( V 'S 1/2)

si ottiene, in prim a approssimazione, la m enzionata teoria di Wlassow: in 
seconda approssimazione si giunge ad un affinamento (Rif. 3) che contiene 
e completa le correzioni suggerite da Novozhilof (Rif. 4). Il m etodo citato 
(Rif. 2) conduce a ricavare dalla teoria elastica tridimensionale una succès-
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sione di sistemi differenziali che perm ettono di spingere il calcolo fino alla 
voluta potenza di 8. Lo stesso metodo venne usato per l’analisi del guscio 
la cui 2  è data  dalla (i), nell’ipotesi che oltre alla (6) sussista la relazione

(7) L 2 =  o (al).

Saranno qui presentate le relazioni corrispondenti al primo passo di 
approssimazione, om ettendone la deduzione per necessità di spazio. In  queste 
intervengono solo tre  param etri di curvatura, che si indicano con pa =  —  <?13, 
pb =  -— 2̂3 > 9g — —  ci2> • P er essi dalle (5), tenendo presente che è xja  =  o (S1/2) , 
si ottiene

1 1
(8) c13 =  —  I lanty ■ ■ c2Z =  f yy(m\- ■ • =  —  r4

1
1̂2 =  — f j a m y

d
In  queste relazioni, come nel seguito, si usa il simbolo * a separare 

gruppi di term ini di ordine relativo il segno, posto alla fine di u n ’equazione, 
indica l’omissione di un residuo o (8^) rispetto all’ultim o addendo esplicito.

Il  sistem a  d if f e r e n z ia l e .

Supposto il m ateriale elastico e isotropo (di modulo E  e coefficiente di 
Poisson v), sulla base delle ipotesi formulate, dalle equazioni della m ono
grafia citata (Rif. 2, Chap. 4) con le stesse notazioni salvo le varianti S3 
per S3 cABb e h2n =  ì i \  12 (1 — v2), in presenza del carico p a ta +  p ò tò +  P nn
riferito all’area di 2 , si ha il sistema

(9)
1

SÆ =  Eh (ua +  9g Ub +  Pa W) • * '

(io), ( i i)
1 1

■ Ub +  9b W =  • • • > Ua +  Ub =  * • ■

(12), (13)
1 2 , 1 ß3 =  —  w 1 +  9bUb"  ' , B3 =  E hhn ß* • *

(14), (15) pa +  +  Sß3 =  • * ' , S3, == B3 • • •

(16)
1

Pb +  S3 +  Sa3 +  pb S3, —  pg S a =  • • •

(17) Pn +  S3, =  pa Sa +  pb S3 • • •.

Nel caso del cilindro ( i ja  — o e quindi pa =  p^ =  ó) può farsi, nella 
stessa approssim azione, il ragguaglio con la notazione di Flügge (Rif. 5)

ua =  u  , ub =  v , w  =  w  , Sa =  N X , Sa3 == N^cp,

S, =  N V , S3, Qv , Bb =  —  Mtp.

5. — RENDICONTI 1968, Vol. XLIV, fase. 1.
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Nel caso generale, per la definizione degli spostam enti valgono le re la
zioni seguenti

1 1 2  2
(18) u - ta =  ua---  , u - t b =  Uy  • • +  • ■ , u - n  — w  - - •

essendo u  il vettore spostam ento in un punto generico del corpo.
Per la definizione degli sforzi, detta Sb d \ a la risu ltante delle tensioni 

sull’elemento di sezione coperto dalle norm ali a 2  nel tra tto  d \ a di linea 
— cost., si ha

1 1/2 1 
(*9) =  (Sab • • •) ta‘ • • (S*- • •) tb +  Sbc n.

L a tensione preponderante su tale sezione è rappresenta ta  dal vettore 
12 Bj Con analoga definizione di S a si trova

2 1 / 2  1 1  
(2°) S a =  (Sa • • • ) ta • • • +  (Sab • • • ) tb • • •.

Gli ordini di grandezza delle incognite sono precisati dalle medesime 
(ç)- (i 7), tenuto  conto della (6): essi sono determ inati dalle com ponenti di 
carico p b , p n a m eno che sia p b , p n =  o (p a 81/2), nel qual caso predom ina 
l’azione di p a .

S o lu z io n i  s i n u s o i d a l i  in  x .

Posto che le espressioni di p'a , p b , p n contengano a fattore la funzione 
sin (nx/U)' e che i vincoli nei piani x  =  o e ^  =  L  im pediscano gli sposta
m enti % m a lascino liberi gli ua , si ottiene una soluzione in cui ua , ub , ze/, 

» Sö , S3 , §'ab , Sbc , Bb variano proporzionalm ente a sin (tcat/L). Per queste 
variabili, derivando rispetto a ^  le (11) e (14) e sostituendo u ì  =  —-T?ub\\J,  
Sa =  —  Tc2 Sa/L2 si ha un  sistema di ottavo ordine, nella sola indipendente \ b. 
Le condizioni a ciascun estremo del profilo potranno stabilire, ad esempio, 
una relazione lineare fra ua e S ^ , una fra ub e Sb, una fra w  e Sbc e una 
fra ß3 e (vincoli elastici indipendenti); l’integrazione potrà effettuarsi per 
passi e, aggiungendo ad una soluzione particolare, con 4 condizioni a rb itra 
riam ente poste all’inizio, 4 soluzioni omogenee, si im porrà alla com binazione 
il rispetto delle 4 condizioni all’altro estremo del profilo. In  alternativa si 
propone un procedim ento che presenta il vantaggio di contenere nei suoi 
prim i passi la soluzione del guscio-trave, nota generalm ente dal tra tta to  di 
L undgren (Rif. 6) m a anteriorm ente presentata da H . W agner (Rif. 7) e da 
W lassow. Nelle relazioni che seguono si om etterà l’indicazione dei residui o (8). 
Introducendo l ’angolo 9 con tang  9 =  f y risu lta

—  P 6 > Pa = ÿ l a  . ?g =  2'ja

w  =  uz y '  —  uy z'

s *  =  s , y  —  s ,* ' .

(21) y '  =  cos 9 , z' — sin cp , 9 '

Poniam o inoltre

ub =  uy ÿ  +  U'Z'
(22)

Si =  Sy ÿ  +  Ss z'
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Con le variabili uy ,u z ,S y , S* il sistema (9)-(i7 ) assume la forma 

Sa =  Eh (ua +  u ja )  , U y = ß bz' , ùz =  —  ßb y ' 

uà =  tc2 (uy y ' +  uz z')[L? ,

 ̂ Bi =  S* ÿ  — z' % =  p„z’ — {pi +  S'ai) /
S; =  SJa — p„y ' — (pi +  S'ai) z' , Sài =  Sa/L2.

Integrando lungo la linea g  dall’estremo Ei =  °  del profilo si ha 

(24), (25) Uy = j ß i dz +  Ä1 , us =  — j  ßidy +  k2

(26) S -  =  k-i y  +  2̂ z +  kz +  J  ßä (zdy — ÿdz)

(27) S'ai Sa dEb +  h

(28) Sy =  j \pn dz — (pi +  Sai) dy] +  kf,

(29) S, =  -  J Sa dEi — f [p„ dy +  (Pi +  Sa) dar] +  k6

(30) Bä =  k-i +  y  — k5z — — I SaÿdEi +

+  j  P* (P0?  +  Edz) +  j  (pi +  Slä) (ÿ d z — zdy)

(30  ßä =  f  BidEilEkkl +  h

dove con k  sono indicate le costanti di integrazione: il lim ite inferiore è fissato 
nello stesso estremo per tu tti gli integrali. In  questo sistema, come nelle (23) 
è trascurato  il term ine p a . Con y , z  si indica la differenza fra la variabile di 
integrazione e il valore al lim ite superiore dell’integrale.

' Per una  risoluzione approssim ata si suggerisce un procedim ento, im m e
diatam ente applicabile se sono note le forze applicate alla sezione #  =  cost, 
e quindi le costanti , k§ , kQ , >è7 : un  facile calcolo di iperstaticità discreta 
ne fornisce i valori qualora, invece, siano vincolati gli spostam enti.

Diviso il campo della variabile \ h in un certo num ero di intervalli A,-, 
in un  punto  P*- di ciascuno di essi si concentra la deform abilità flessionale 
A,-/EM*. In prim o luogo, trascurando questa deform abilità, con ßj =  k8ì 
dall^. (27) con l’aiuto delle (25), (26) si calcola : intervengono in questo 
calcplo le costanti kx , , k 3 , k 8 che vengono individuate in base alle condi
zioni di equilibrio globale della sezione secondo i noti procedim enti del 
guscio-trave; conseguentem ente dalla (30) si determ ina B j. Successivamente 
si ripete il calcolo m ediante le stesse relazioni, ponendo per ßj un  valore
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unitario dal punto P2- in avanti determ inando , k2 , , k s caso per caso
in base alle condizioni globali d ’equilibrio in assenza di carichi. Sia B^ il 
valore di che così si calcola nel punto P, , By il valore trovato nel primo
calcolo e By quello che effettivam ente si ha in Py. Si potrà scrivere per la (31)

(32) By = é y +  2 B
z E hhn

e, risolvendo rispetto alle By il sistem a delle (32) scritte per ciascuno dei punti P, 
si determ ina la deformazione del profilo g\ quindi dalle (24)-(3o) si calcolano 
successivam ente spostam enti e sforzi. Si osserva che la m atrice dei coeffi
cienti B è sim metrica; per u n ’assegnata geom etria di g, previa introduzione 
di variabili adim ensionali, i coefficienti del sistema (32) a prim o m em bro sono 
proporzionali a L 4^ / / 6 m entre quelli al secondo dipendono solo, e con legge 
quadratica, dal param etro  L2lai.

C o n c l u s io n i.

Per la categoria considerata di stru ttu re  a parete sottile, largam ente 
im piegata nelle costruzioni, la formulazione proposta sviluppa il calcolo su 
una traccia assai prossim a a quella in uso per le volte cilindriche (Rif. 6). 
Essa isola dai term ini fondam entali quelli correttivi e facilita la generaliz
zazione dei risultati. Applicazioni svolte per voltine di tipo Silberkuhl 
hanno m ostrato che i nuovi term ini, relativi alla cu rvatu ra longitudinale, e 
quelli p ropri del guscio cilindrico danno correzioni della stessa en tità .
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