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M agnetoelasticità. — Sulla possibilità di sforzi asimmetrici in 
un corpo elastico omogeneo isotropo, elettricamente conduttore, in moto 
vibratorio sotto razione di un campo magnetico. N ota II (*} del Corrisp. 
C ataldo A g o stin elli.

Summary. — We consider the motion of an electrical conductive elastic body under 
the action of a magnetic field. We establish the linearized equations of the motion and 
we show the possibility of asymmetric stress.

4. Continuando con la stessa num erazione le considerazioni della N ota 
precedente, osserviamo ora che se non facciamo alcuna ipotesi sulla s tru ttu ra  
del corpo elastico e sul modo con cui agiscono le cause che determ inano 
h asim m etria degli sforzi interni, la funzione W, omogenea quadratica in nove 
variabili, conterrà in generale 9 +  ^ ) =  45 coefficienti. M a se ci riferiamo 
al caso particolarm ente interessante per le applicazioni in cui esiste un asse 
di isotropia, che assum iam o come asse delle z y allora la forma quadratica  W  
conterrà soltanto undici coefficienti.

Invero in questo caso, come ha dim ostrato Som igliana [6], se si passa 
da un sistem a di coordinate O (xyz) a un nuovo sistema O (x r y r z), ottenuto 
dal precedente con una rotazione arbitraria intorno all’asse z, esistono undici, 
e soltanto undici invarianti quadratici fra le nove componenti s -̂', co,-, che 
sono i seguenti:

0 8 )  Ij (sn  +  £22)2 ’ 2̂ =  S33 » 3̂ =  (£11 Z22) S33 ’

h  =  4 l  +  £23 > h  =  ( £ 11 —  £22) 2 +  £ 12

R ,  Wi ~t~ W2 ’ ^ 2  W3 ’ ^ 3  W3 £ 33 > L  =  ( £ 11 S22)  W3

^ 5  —  S31 ° h  +  £ 23 w 2 > 1 -̂6 —  £ 23 ° h  -----£31 w 2 *

A llora il potenziale elastico W , nell’ipotesi che esso dipenda dalle sei 
com ponenti s - =  Zß della deformazione e dalle tre  componenti cùï della ro ta­
zione, supposto che esista un asse di isotropia, e questo sia l’asse z, sarà fun­
zione lineare degli undici invarianti quadratici l i  , I2 , • • •, I5 , R i , R2 , • • •, Rö , 
e conterrà quindi undici coefficienti.

Il potenziale W  sarà dunque della forma

( 19) W  =  ax (su  +  s22)2 +  a2 e|3 +  a3 (su +  s22) s33 -+- a4 (s2, +  e2,) +

+  a 5 [ ( £ 11 —  £ 22) 2 +  £12] +  b l  H  +  “ D  +  K  “ 3 +  h  w 3 £33 +

+  ^4 ( £11 +  z 22) w 3 +  ^5 ( £31 °>1 +  £ 23 ^ z )  +  ^6 ( £ 23 ° h  ------£31 °>z)  •

(*) Presentata nella seduta del 9 dicembre 1967.
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Per le (17) avrem o pertanto

—  2  c t\  ( s n  -f-  £22) +  a% £33 +  2  a §  ( s n  —  £22) +  6)3

® y y  =  2  a l  (sii +  £22) +  ^ 3 £33 +  2  <25 ( s 22 -—  £11) +  b^ 0)3

® zz  —  2  a 2 £33 +  <23 (£11 f i -  £22) +  b z  C03

=  2  <35 S12 -f -  2  $2 CO3 +  <£3 £33 -f -  ^4 ( s u  -[ -  £22)

(2° )  ~~~ — 2 <25 £12---  2 $2 fc>3----^3 £33 -— $4 (£11 -f- £22)

®yz ~  (2 ^4 +  ̂ 6) £23 +  5̂ £31 +  (2 -f- $6) 0)1 -fi- 5̂ 6)2

® z y  ~  (2 4̂ £23 5̂ £31 +  (̂ 6 --- 2 l̂) 0>i -f~ b§ 0)2

—  (2 a A be) £31 -f- <£5 £23 -f~ ^5 o )i -f~ (2  ^1 —  be) 0)2

—  ( 2  ^ 4  +  £31 —  ^5 £23 +  be  o ) i  —  (2  <£1 -f-  b e )  0)2 .

Le com ponenti del m om ento M saranno inoltre

M *  =  <S>yg —  <&zy  =  —  2  ^6 £23 —  2  b$  £31 —  4 ^1 0)1 =  —  2
Scoi

( 2 1 )  —  <$>z x ------ =  2  ^6 £ 3 1 ----  2  <̂ 5 £ 2 3 ------4 $1 0)2 =   2  A ^ -
9co2

M 0 =  ® Xy ® y x  —  4  ^2 0)3 2  ^3 £ 3 3 -------2  ^4 (£11 -J- £22) =    2

5. Vogliamo ora m ostrare come nello schema considerato rientra il caso 
delle vibrazioni di un corpo elastico omogeneo isotropo, conduttore elettrico 
perfetto, immerso in un campo m agnetico uniforme Hq , in cui per effetto 
del m ovim ento si generano delle correnti elettriche e quindi un campo m agne­
tico  indotto dello stesso ordine di grandezza dello spostam ento s , che in tera­
gisce col movimento.

In ta l caso, trascurando l’azione elettrostatica, sul corpo elastico viene 
ad agire la forza deflettente di Lorentz data da J  A B = p j A H, dove J 
è la densità di corrente di conduzione, H  il campo m agnetico e a la perm ea­
b ilità  m agnetica. M a per la prim a delle equazioni di Mawxell, essendo anche 
trascurabile la corrente di spostam ento, si ha J  =  rot H, e quindi J A B  =  
=  [ i ro tH A H .

Alla forza di m assa non elettrom agnetica pF viene dunque ad aggiun­
gersi 1 azione lorentziana p. rot H  A H , e la classica equazione della dinam ica 
di un corpo elastico om ogeneo isotropo [io], diventa:

d2S
(22) =  ^2 s +  O 2 —  b2) grad div s +  Af rot H A H +  F,

dove a , b (a >> b), sono rispettivam ente le velocità di propagazione delle 
onde elastiche longitudinali e trasversali.

Alla (22) va associata l’equazione cui soddisfa il campo magnetico H, 
che nel caso di conduttività elettrica infinita risulta [11]

(23) - j — +  rot (H  A v) =  o , lv
dt
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O ra, detto  h il campo magnetico indotto, e scegliendo V asse z  nella 
direzione del campo m agnetico uniform e H 0 , si ha H  =  H 0 +  h — H 0 k h, 
essendo k  il versore dell’asse z. A  meno di term ini di ordine superiore al primo 
rispetto ad h ed s, la [23] diventa

da cui, om ettendo un arbitrario  vettore indipendente dal tem po, ciò che è 
lecito trattandosi di m ovim enti vibratori, abbiam o

(24) h =  H 0 rot (s A k)

e pertanto  risulta

in. (iHii
rot H  A ------ rot rot (s A k) A h —P P v y

o / d2 s , dw Sdivs - , t ,. \
=  ^  U f  ~ grad --------k  +  grad d lv s ) ’

dove c2 =  [xHo/p è il quadrato  della velocità delle onde m agnetodinam iche 
di Alfvén.

L ’equazione (22) diventa allora

(25) =  b2 A2 s  +  (a2 — b2 +  c2) grad div s +

9 ( d2s 1 dw d div s \ ^
+  ^  U f  -  grad i f  -  - à i -  h +  F

che si può scrivere

(25') L f -  =  grad 12 b* D ~  +  (à2 —  2 b* +  c2) div s +ds

+  r2
ds (k , div s-k)  - ùW

¥ +  F

dove ( k , ^  j , (Ä , div s • k) sono diadi.

Se allora consideriamo l’omografia vettoriale

(26)
P

ds
~dP<i 2 b2 D +  (a2 —  2 b2 +  c2) d iv  s  -f"

+ * ’ w  ) — (fe ’ à i v s -k)
cW
~dz

l’equazione (25') assume la form a

(27) ^ F - j g r a d O )

che si identifica con la (8).
D unque nel problem a di moto m agnetoelastico considerato l’omografia 

degli sforzi interni, o dello stress, è definita dalla (26). D a essa, ricordando
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che div s =  0 =  en +  £22 +  £33, si ricava

----- - Oxx =  2 ò2 zn +  (a2 — 2 b2) 6 +  c2 (su +  £22) =
P

=  2 b2 su -f- (a2 — 2 b2 -f c2) 0 — c2 533

— — ®yy =  2 b2 S22 +  (a2 — 2 b2) 6 - f  c2 (su +  s22) =

=  2 b2 S22 +  (02 — 2 b2 +  c2) 0 — c2 S33

— A Oz2 =  2 b2 S33 +  G2 — 2 b2) 0

(2§) — A q>xy =  — a  <Dyx =  P  S12

— A <&yz =  £2 S23

— A =  b2 S23 +  =  (#* +  A C2) S2 3 --- A £2 W]

---- - 0 2X = b2 S31 +  A - f  =  ip  +  A £3i +  A t2 w2

- - ( D «  =  i 2 S3 1 .
P

Questi sforzi derivano dal potenziale elastico 

(29) A  =  A  Ça2 —  b2 +  <p2) (eu +  s22)2 +  — a2 s |3 +  (a2 2 b2) (su +  s22) s33 +

+  ( h 2 +  ì  A) (slj +  e§2) +  — [(£xx £22)2 +  sx2l +

+  A  2̂ (w2 +  tó2) —  A  fi  (s2s toi _  e31 Ct>2) .

Confrontando con la (19) si riconosce che nel caso considerato è

—  b2 +  <-2) - A  =  a2 —  2 Ä2,
y P 2  p

=  A  b2 +  A ^2 - f L = A j 2  A = . i_f22 1 8 p 2 p 8

b2 =z bs =  =  b$ =  O , —  — ------ J  c2'P 4

L a (29), ordinando opportunam ente, si può scrivere anche

a 1

Ä4

P

(3 0 )
w =  A ( Æ2 —  2 £2) 02 +  b2 SU  +  £22 +  £33 +  2 ( S12 A  s 23 +  S3 l) +

+  A ,2
1 2

(£11 +  S22)2 +  4 " (£23--- Wl)2 +  — (£31 +  CÛ2)2
4 4

Il potenziale W  risulta dunque uguale alla somma dell’ordinario poten­
ziale dei corpi elastici omogenei com pletam ente isotropi e del potenziale rela­
tivo alla asim m etria degli sforzi interni, dovuta all’azione del campo magnetico.
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In  virtù delle (21) le com ponenti del m om ento delle coppie agenti sugli 
elementi di volume risultano:

M* =  — pC2 (S23 — COi) =

^   ̂ =  — pC2 (S31 +  co2)

Ms =  o.

aw
diù\

9W
8o>2

Esse derivano dalla parte del potenziale elastico dovuto al campo m a­
gnetico e dipendono sia dalle componenti della rotazione e sia dai coefficienti 
di scorrimento m utuo della dilatazione pura. In  base ai risultati ottenuti si 
ha infine che per il problem a considerato l’equazione che dovrà essere veri­
ficata sulla superficie limite del corpo elastico, in virtù della (7) e della (26), 
risulta

(32) ~  +  2 p  D —  n +  {cfi —  2 'p  +  fi) div s  n +

+  f2
ds

T l - a r - div s- k òw
dz

dove n è il versore della norm ale interna alla superficie limite, e y è la sua
componente secondo l’asse z.
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