ATTI ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

CLASSE SCIENZE FISICHE MATEMATICHE NATURALI

RENDICONTI

CATALDO AGOSTINELLI

Sulla possibilita di sforzi asimmetrici in un corpo
elastico omogeneo isotropo, elettricamente
conduttore, in moto vibratorio sotto I’azione di un
campo magnetico. Nota II

Atti della Accademia Nazionale dei Lincei. Classe di Scienze Fisiche,
Matematiche e Naturali. Rendiconti, Serie 8, Vol. 44 (1968), n.1, p. 58-62.

Accademia Nazionale dei Lincei

<http://www.bdim.eu/item?id=RLINA_1968_8_44_1_58_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale & consentito liberamente per motivi di
ricerca e studio. Non é consentito 1'utilizzo dello stesso per motivi commerciali. Tutte le
copie di questo documento devono riportare questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)
SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/


http://www.bdim.eu/item?id=RLINA_1968_8_44_1_58_0
http://www.bdim.eu/

58 Lincei ~ Rend. Sc. fis. mat. e nat. — Vol. XLIV — gennaio 1968 [58]

Magnetoelasticita. — Swulla possibilita di sforzi asimmetrici in
un corpo elastico omogeneo isotropo, elettricamente conduttore, in moto
vibratorio sotto ’azione di un campo magnetico. Nota 11 ) del Corrisp.
CATALDO AGOSTINELLI.

SuMMARY. — We consider the motion of an electrical conductive elastic body under
the action of a magnetic field. We establish the linearized equations of the motion and
we show the possibility of asymmetric stress.

4. Continuando con la stessa numerazione le considerazioni della Nota
precedente, osserviamo ora che se non facciamo alcuna ipotesi sulla struttura
del corpo elastico e sul modo con cui agiscono le cause che determinano
Pasimmetria degli sforzi interni, la funzione W, omogenea quadratica in nove
variabili, conterrd in generale 9 + (2) = 45 coefficienti. Ma se ci riferiamo
al caso particolarmente interessante pér le applicazioni in cui esiste un asse
di isotropia, che assumiamo come asse delle z, allora la forma quadratica W
conterra soltanto umdzci coefficienti.

Invero in questo caso, come ha dimostrato Somigliana [6], se si passa
da un sistema di coordinate O (xyz) a un nuovo sistema O (x'y’ 2), ottenuto
dal precedente con una rotazione arbitraria intorno all’asse z, esistono undici,
e soltanto undici invarianti quadratici fra le nove componenti e;, w;, che
sono i seguenti:

_ _ 2 —
(18) L=Gute? s L=< o L=yt eyey,
2 2 _ PN 2
[ =e +eg » Li=0(4 e+ ¢,
_ 2 2 2 _ _
Ri=ol+o] , Ry=0] , Ri=o,e, , R =( + ey o0,
Ry =eg 0 + o530y , Rg = o307 — 3 005

Allora il potenziale elastico W, nell’ipotesi che esso dipenda dalle sei
componenti &; = ¢; della deformazione e dalle tre componenti ; della rota-
zione, supposto che esista un asse di isotropia, e questo sia ’asse z, sard fun-
zione lineare degli undici invarianti quadratici Iy, Is,- -+, Is, R1, Ra, - -, Re,
e conterra quindi undici coefficienti.

Il potenziale W sard dunque della forma

(19) W =a, (e + &) + ay ey + a5 (g, + &) &3 + 2, (&, + €3y +
t g (g — € + €] + 6, (0F + ) + 6, 0] + b, 055 +
+ b4 (211 + 220) 3 + 5 (231 1 + €93 Wg) + g (c93 ] — g1 W) .

(*) Presentata nella seduta del 9 dicembre 1967.
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Per le (17) avremo pertanto

— Qup = 2 a1 (en1 + 222) + a3 e33 + 2 a5 (e11 — €20) + b4 w3
— @, = 2a (e11 + e22) + asess + 2 a5 (e22— en1) + b4 033
— @, = 2ase33 + a3 (e + 22) + b3 w3
— @, = 2a5e12 + 2 b3 03 + b3 €33 + by (e11 + e22)

(20) — D, =2a5e12— 2 by 3 — b3 33— by (en1 + €20)
— @, = (2 as + b6) e23 + b5 ea1 + (2 b1 + b6) w1 + b5 wa
— @,, = (2 as— be) €23 — b5 e31 + (b6 — 2 1) w1 + b5 o
— @ = (2 a4 — bg) 31 + b5 o3 + b5 w1 + (2 b1 — be) o
— @, = (2 a4 + b6) e — b5 ca3 + b5 01— (2 b1 + b6) w2

Le componenti del momento M saranno inoltre

oW
Mx: (I)yz——q)zy:—256823——255831——4510)1:—2 301
oW
(21) MJ,:(sz—(bxz:256631—265323——4510)22-—23&
oW
M, = q)xy—q)yx:—z].éz w3 — 2 b3 e33 — 2 54(811—{—822):-—2 v

5. Vogliamo ora mostrare come nello schema considerato rientra il caso
delle vibrazioni di un corpo elastico omogeneo isotropo, conduttore elettrico
perfetto, immerso in un campo magnetico uniforme Hy, in cui per effetto
del movimento si generano delle correnti elettriche e quindi un campo magne-
tico indotto dello stesso ordine di grandezza dello spostamento s, che intera-
gisce col movimento.

In tal caso, trascurando I’azione elettrostatica, sul corpo elastico viene
ad agire la forza deflettente di Lorentz data da JAB=uJ AH, dove J
¢ la densita di corrente di conduzione, H il campo magnetico e p. la permea-
bilitd magnetica. Ma per la prima delle equazioni di Mawxell, essendo anche
trascurabile la corrente di spostamento, si ha J = rotH, e quindi JAB =
= prot HA H.

Alla forza di massa non elettromagnetica gF viene dunque ad aggiun-
gersi l'azione lorentziana urot H A H, e la classica equazione della dinamica
di un corpo elastico omogeneo isotropo [10], diventa:

(22> ?;Z: :ézAzs+<dz—éz>graddivs+%rOtH/\H_l_F’

dove a, b (a > &), sono rispettivamente le velocitd di propagazione delle
onde elastiche longitudinali e trasversali.

Alla (22) va associata I’equazione cui soddisfa il campo magnetico H,
che nel caso di conduttiviti elettrica infinita risulta [11]

(23) M frot(HAv) =0 (#v:%).
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Ora, detto kA il campo magnetico indotto, e scegliendo 1’asse z nella
direzione del campo magnetico uniforme Hy, si ha H=Hy, + 2 = Hy k - &,
essendo k il versore dell’asse z. A meno di termini di ordine superiore al primo
rispetto ad k ed s, la [23] diventa

oh

= =rot<—g—j—AHok),

da cui, omettendo un arbitrario vettore indipendente dal tempo, cid che &
lecito trattandosi di movimenti vibratori, abbiamo

(24) h = Hyrot (s A\ k)

e pertanto risulta
2

w _ M,
?rotH/\Hm 5 rotrot (s A\ k) A\ k =

i 2(323 — orad dw ddivs
= \ae grad 3

k - grad div s>,

dove & = uHpje & il quadrato della velocithy delle onde magnetodinamiche
di Alfvén.

L’equazione (22) diventa allora

(25) %2;§—=b2 Ags + (a2 — 82 + @) grad div s +
o2 o adi
(G —grad 5 — S k) F
che si puo scrivere
! s 5 s 42 2 2 di
(25" =grad |262D —— 4+ (@8 —2 62 + &) divs +
sz T 8rady 4P

+52[<k,2—:>—~(k,divs~k)—— a;j %4—F

[ os . ..
dove (k , %) , (kR , div s-k) sono diadi.
Se allora consideriamo 'omografia vettoriale

(26) %:——3252D§;—+(cz2—~2é2—{—52)divs+

+52[(k,%§—)—(k,divvs'k}~~ i“fJ

oZ

Iequazione (25’) assume la forma

o2s I
(27) e — F— - grad O,
che si identifica con la (8).
Dunque nel problema di moto magnetoelastico considerato I'omografia
degli sforzi interni, o dello stzess, ¢ definita dalla (26). Da essa, ricordando
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che div s = 0 = &1 + &2 + €33, si ricava
— 2@, =20 + (@2 —282) 0 + 2 (en + e29) =
=20en+ (@@ —28 4+ 20— 2ey
— — D, =28t (a—202)0 + 2 (en + ) =
=28¢cop+ (B2—286 + )0 — Pegs

——;~(I) = 268233 + (a2 — 262)0

(28) — % D,, = — % D, = e
— ;_ D, = b2 co

I v ( I 1

L = 2 297 (g2 1 e L,
P(I)zy éazg—l—caz \5+ZC)€23 S @

__ — 2 2% __ (2 1 L e LK
pq)zx‘-é%l'{“C = (5 +2€ 331—{—25(02

— LD, =
o Xz €31 .

Questi sforzi derivano dal potenziale elastico
W I I
(29) =, @0+ (et @+ (@20 (5 ey

e

[ 1 I, ) T
-+ (; b2 + g Cz) (E?gl + €§2> + > b2 L(su - 822)2 + S%Q] +
i I ,
+3 c2 (ﬁ)? + wl) — n 2 (g, 0, — 24 ©,) -

Confrontando con la (19) si riconosce che nel caso considerato ¢ -

I b I g
Sofw—pes  Sele. oeas
@ UV, e 9 1 g O 1
- 25—{— &, 25 T T
by —by—bg—bs—o0 , =Ttz

p 4

La (29), ordinando opportunamente, si puo scrivere anche

AW . 9\
(o) So=g@—2®) el b et @bt +

+ ",;I; ¢ |(e11 + €22)? 4 211- (ee8 — w1)? + % (es1 + wz)z] :
Il potenziale W risulta dunque uguale alla somma dell’ordinario poten-

ziale dei corpi elastici omogenei completamente isotropi e del potenziale rela-
tivo alla asimmetria degli sforzi interni, dovuta all’azione del campo magnetico.
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In virth delle (21) le componenti del momento delle coppie agenti sugli
elementi di volume risultano:

_ I 5 . . oW
'Mx = pc <€23 (1)1) = 2 30,
1 oW
(3I> MJ/::_.? pCz <€31+0‘)2>:—_2 90)2
M, = o.

Esse derivano dalla parte del potenziale elastico dovuto al campo ma-
gnetico e dipendono sia dalle componenti della rotazione e sia dai coefficienti
di scorrimento mutuo della dilatazione pura. In base ai risultati ottenuti si
ha infine che per il problema considerato I’equazione che dovra essere veri-

ficata sulla superficie limite del corpo elastico, in virtu della (7). e della (26),
risulta

(32) {-+252D§%n+(az—zéz-i—cz)divs»n—}—

) . ow
-} 2 [Y<3:————dlvs-k>-——-—a;n] =0,

dove 7 ¢ il versore della normale interna alla superficie limite, e v ¢ la sua
componente secondo 'asse z.
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