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Geometria. — Una proprietà caratteristica per la linearità delle 
connessioni di Kawaguchi. Nota di S e r g is  B r u n o  e M a r io  C a st a ­
g n in o , presentata (#) dal Socio B . S e g r e .

Summary. — In a differentiable manifold, endowed with a Kawaguchi connection, the 
derivative of a tensor (of rank >  2) is a tensor if, and only if, the connection is a linear one.

I .  -  È noto che, su una varietà differenziabile V„ di classe C  (r >  2 ) ,  

a connessione lineare, i derivati covarianti dei tensori risultano tensori; inoltre, 
la derivazione covariante soddisfa la regola ordinaria della derivazione di 
un prodotto e per gli scalari si riduce alla derivata ordinaria . Queste proprietà 
non sono soddisfatte, in generale, per le connessioni non-lineari di K aw a­
guchi. Lo scopo del presente Lavoro è quello di provare che le suddette pro­
prietà sono caratteristiche per la linearità delle connessioni di Kawaguchi.

2. — Ricordiam o la definizione e le principali proprietà di una connessione 
non-lineare secondo A. Kawaguchi [1]. Se U  è un intorno coordinato della 
varie tà  V„, v  un  vettore con travarian te  dello spazio tangen te t w, nel punto a;; 
una connessione non-lineare  viene definita da  un insieme di n forme diffe­
renziali di g rado  uno w (x  , U  , v) in U , dove ï 6 Ü ,  ta li che:

(I) I coefficienti delle form e w (x  , U  , il) sono funzioni scalari di 
classe r  — 1 in U X t , .

(II) O gnuna delle forme co (x  , U  , v) è omogenea, di grado uno, rispetto 
al vettore v, ossia, VP,

co (oc , U  , p^) =  pco (x  , U  , V) .

(III)  Per *  =  e U n U '  si ha:

co (x  , U  , v) ~  A co' (x ! , U ; , v !) —  dAz/,

ove ogni elem ento della m atrice A, del cam biam ento di carta, è una funzione 
differenziabile del punto in U n U ' .

In  una base naturale le n  forme differenziali possono essere rappresen­
ta te  da:

<àJi (x  , v) d x*, per x  e U  , j  =  i , 2 , • • •, n.

L a (III) ci fornisce il cam biam ento dei coefficienti della connessione 
di fronte a un cam biam ento di carta. Precisam ente si ha:

(1) co/ (x  , v) d x l =  ajkt (x !) co/' (x f , v') d xV—  d aJk> vk',

(*) Nella seduta del 13 gennaio 1968.
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ossia, posto aJk'h* =  3^  d> , risulta:

(2) co; (x  , v) =  dk’ (pc') <ùr (x l y v ’) a1!  (x r) -— a3k>ht (pc') d ì  (pc') vkp

(3) CO;/ ( x r, v') =  aJl  (x )  CO; (x  , v) dy (x )  —  a3ìh (x )  di' (x )  vk .

U na connessione non-lineare perm ette di definire, nel modo seguente, 
il differenziale assoluto:

(4) 8 / =  d /  ( /  scalare),

(5) Sz/ — dz/ +  coi (# , z/) dU,

(6) SU7 -  dUy +  Cof (* , T**) d*,

ove è:

(7) co? {x , T**) =  co? (x , T*y) +  idi {X, r  *),

e gli asterischi vanno al posto degli indici m uti. Per le com ponenti dei deri­
vati del vettore ([v*) e del tensore (T tJ) si ha allora:

(8) 8, v3 =  dk v3 +  coi (x ,v)> .

(9) 8k T y =  9k V y + a > ï(x ,T * * ) .

Queste definizioni sono date in m aniera tale che si soddisfi la regola del p ro ­
dotto:

(io) §£ (vi tù*‘) =  (Sk vj) tó* +  Vj  (8* (•>•') ,

la proprietà (II) ci perm ette di asserire che la regola del prodotto  è soddisfatta 
anche nel caso di uno scalare per un vettore.

Inoltre posto:
/ \ j  3 j
(11) ■ =  &T ’■

risulta, per la (II);

( 1 2 )  (0Ji = < ù Ji k V k .

Notiam o che la (1) è tale che, per ogni vettore (z/), (8^ z/Q risulta un 
tensore. In fatti, cam biando carta, si ha:

dk' vJ — dk dy 3/ vn +  aJhi dy v ,j< h i

e per le (3):
j '  /  f r\ j f h /  \  l  h l<*k' (X , v  ) =  ah coI (x  , v) a# —  aJhi ak' v  ,

e quindi da:

1/ =  d f VJ +  W i {pc', v')
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si ottiene:

vJ : a\ alk> (3/ v ‘ +  co/ (x  , v)) =  a {a #  81 vh,

Inversam ente, le proprietà (II) e (III)  si desumono dalla regola del p ro­
dotto e dal fatto che (8& vz) sia un tensore.

3. -  Ci rim ane da esam inare qual’è la condizione perché (8k T ij) sia 
anche esso un tensore. A ll’uopo ci proponiam o di provare il seguente:

T e o r e m a .  Condizione necessaria è sufficiente perché, per ogni tensore 
(T^), le T ?  date dalla (9), siano le componenti d i un tensore è che\

(ài (x  , v) =  YJik V ,

dove YJki sono le componenti d i una connessione lineare.
Dimostrazione. L a condizione è ovviam ente sufficiente. Proviam one la 

necessità.
Effettuiam o un cam biam ento di carta. Nella prim a carta sussiste la (9), 

nella seconda sussiste la:

(13) s* r J =  a* r ' y/ +  coi?" (*', T*' *'),

R isulta:
i l j '  h * rj^mn . i l h j ' r ^ m n  , j '  i ' l  r-^mn\ f 4) X am a n a f̂ d̂  I ■ I amh a# a n I f ~ a ni am a X

Se per ogni tensore ('Y J), le 8k T ‘?  date dalle (9), sono le com ponenti di un 
tensore, dev ’essere:

S r-r̂ i'j' i' j ! k r-r̂mn& I ‘ =  am a n av òk I , 

pertanto  dalle (13) e (14) si ha

r-p*/ V j' .k rT'mn i’ j ! h rs rT'mn i' h j 'T'Vnn j' i’ l r-̂ mn(àk* \X j t j am a n a li ò ̂  1 am a n a^ 3 ̂  X amh a^ a n X a ni am a& X —

1' i' h r«. rĵ mn ~ rĵ mn-1 i' h j'rj^mn j' i' l r̂ mnam a n ak< [̂ 0̂  X 3  ̂ X J amh a& a n X a ni am a# X ,

e quindi, in forza delle (9):

/ w\ q p * ' ir j ’ h mn / i' h j r rĵ mn j' i' l r̂ mn(15) cô / {gc , X ) am a n a& cô  \jx , X j am}i a^i a n X a ni am a& T

D all’altro canto, per le (7), scritta nella seconda carta, si ha:

ì ' j '  /  f f-p*r i '  ,  f n p * V \ I 3 ' /  ! 'T'ì7u>k' (x  , T  ) =  <ùk' (x 'y T  ) +  (ùJk> ( x f, T ),

e quindi, in forza delle (3), risulta:

*/7 / /  / 'T '*/ * \  * ' h i '  h , / '  h m /  r^ i' * \  j '  hcô ' {gc , X ) am a# cô  \%, X ) cc^ha ì̂ X [ ama& cow (oc, T  ) amj^a$ T  ,
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cioè si ha:

(16) i ’ j ' / / rp*'cùk> ( x , T  ) =
V k m ,  n p * A  z '  Z 1 j '  . j '  h m /  i'  j '  h i '  r-rdm

CLfy (&k \ X  ì tZ i x J Ctmh &k' & l I  | & m && COh \ X  ? tZj x J (Zmh && I

Dalle (15), (16) e (7) segue:

i ’ j '  h r  m /  rTekn\  . n /am a n ak< [co* ( i , l  ) +  co* (x  , 1 )] =

ì' h m / /' /-p«*z\am ak< co/; (a; , a\ 1 ) j '  h m /  i'rr-^ m aw COh (x  , dj r  ),

che, in forza delle (11) e (12), diventa:

i '  ?' h m / , i '  j '  h n /  r-r^ms&m <Z n Ctk' CÔj (̂Af , 1  j 1 “T" CÔ  (̂AT , 1  J 1 r=::

i ’ h m /  j '  '-p * z \ j'r-r^sn  . j '  h n ,  i '  i ' r ^ m s— cim CLk< cÙhs (x  , Œi I ) T  +  æ* a» coÂJ (x  , czy F  ) ^  T  .

D unque si ha:

* '  / '  h r  m /  r p * « N  r p ^ «  , ZZ ✓  < T ^ 7 Z 2 * \  ZZZ /  / ' r j A G V  ^ . f Z Z
(Zm (Zn City [CÔ j. (A7 , 1  )  1 -j~ CÔ rj \ X  j 1 J  1 iùjt s \ X  , <2 /  1 J 1 -----

tl / ll rT'j'̂ \ r-r̂mS-1— cô j (x  , a,j T J ) T  ] =  o.

Dalle precedenti relazioni si ottiene subito che, qualsiasi sia il tensore 
(T*“7), risulta:

(17) T ”  [<& (x  , T*B) —  .<*Z (x , g  T*‘)] =  T ms [col (x  , etj V * )  —  col (x  , T w*)].

L a (17) è valida, in particolare, per tensori simmetrici, non singolari, 
e per m  — n. In  tal caso la (17) diventa:

T ms r m /  rTS&m\ m ,[Cù;is{x , 1  ; — cùks (x , ai T  )] =  o,

ed infine:
m /  np*W \ m /  / '  rT<ki\cohs \x  , I ) =  cô j (a; , ö f- r  ) .

D unque le cù™s (x  , aJì T*2) sono indipendenti dagli a{ , ossia dalle variabili 
(V), ricordando la (12), le co  ̂ risultano lineari in (V). Ne segue l’asserto.

B ib l io g r a f ia .
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