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Geometria. — Una proprietd caratteristica per la linearity delle
connessiont di Kawaguchi. Nota di SErG1s BRuno e Mar1o CasTa-
GNINO, presentata © dal Socio B. SEGRE.

SUMMARY. — In a differentiable manifold, endowed with a Kawaguchi connection, the
derivative of a tensor (of rank > 2)is a tensor if, and only if, the connection is a linear ore.

1. — E noto che, su una varieta differenziabile V, di classe C" (r > 2),
a connessione lineare, i derivati covarianti dei tensori risultano tensori; inoltre,
la derivazione covariante soddisfa la regola ordinaria della derivazione di
un prodotto e per gli scalari si riduce alla derivata ordinaria. Queste proprieta
non sono soddisfatte, in generale, per le connessioni non-lineari di Kawa-
guchi. Lo scopo del presente Lavoro & quello di provare che le suddette pro-
prietd sono caratteristiche per la linearity delle connessioni di Kawaguchi.

2. — Ricordiamo la definizione e le principali proprietd di una connessione
non-lineare secondo A. Kawaguchi [1]. Se U & un intorno coordinato della
varieta V,,, v un vettore contravariante dello spazio tangente T, , nel punto x;
una connessione non-lineare viene definita da un insieme di # forme diffe-
renziali di grado uno o (x ,U , ) in U, dove x € U, tali che:

(I) T coefficienti delle forme o (x,U, %) sono funzioni scalari di
classe »— 1 in UXx7,.

(II) Ognuna delle forme o (x, U , v) & omogenea, di grado uno, rispetto
al vettore v, ossia, Vp,

o(x,U,v) =ow(x,U, o).
(III) Per x = %', x € UNU’ si ha:
ox,U,v)=Ae' (' ,U", 7)) —dAv,

ove ogni elemento della matrice A, del cambiamento di carta, & una funzione
differenziabile del punto in UNU".

In una base naturale le #» forme differenziali possono essere rappresen-
tate da:

o: (x,v)dx’, per x€U, j=1,2, -, %

La (IIT) ci fornisce il cambiamento dei coefficienti della connessione
di fronte a un cambiamento di carta. Precisamente si ha:

(1) o’} (x,0)dx’ = afp (x) of (x', v") dx’ — dad o,

(*) Nella seduta del 13 gennaio 1968,
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ossia, posto aé:;ﬂ = Jp ail , risulta:
(2) ol (x, v) = ay (o (2,0 d" (x")— dpw (&) d (x" o,
(3) coff'(x’,z/) = o (x) o (x, v) ak (x) — &y (x) ah (x) of.

Una connessione non-lineare permette di definire, nel modo seguente,
il differenziale assoluto:

(4) 8f = df (/ scalare),

(s) 3" = dv’ + ol (x, ) d,

6) STV = dT? + of (v, T™) do’,

ove ¢&:

@) of (x, T = oi(x, TY) + of (x, T,

e gli asterischi vanno al posto degli indici muti. Per le componenti dei deri-
vati del vettore () e del tensore (T) si ha allora:

(8) Bévjzaévj—i—m’;;(x,v),
©) TV =6, TV + o (x, T™).

Queste definizioni sono date in maniera tale che si soddisfi la regola del pro-
dotto:

(10) 8, (v 0f) = (§,27) o 4 o7 (3, &),

la proprieta (II) ci permette di asserire che la regola del prodotto & soddisfatta
anche nel caso di uno scalare per un vettore.
Inoltre posto:

. a .
(11) w§k=ggw§,
risulta, per la (II);
(12) o) = ol ot

Notiamo che la (1) ¢ tale che, per ogni vettore (2%), (§;27) risulta un
tensore. Infatti, cambiando carta, si ha: ‘

Z il P h 2
wv =a) ayo, v + alan v,
e per le (3):
i1 iR i k7
ok (x, ) = a}, o] (x,v) ay — alyap V',
e quindi da:

Sp v = opo -+ o (x', o),
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si ottiene:
it ol 2 h, - y h
v’ = aj) ap (3,9 + oy (x,0) = a} ap 5, V",

Inversamente, le proprieta (II) e (ITI) si desumono dalla regola del pro-
dotto e dal fatto che (§; 2%) sia un tensore.

3. — Ci rimane da esaminare qual’¢ la condizione perché (3, TY) sia
anche esso un tensore. All'uopo ci proponiamo di provare il seguente:

TEOREMA. Condizione mecessaria é sufficiente perché, per ogni tensore
(T, le 3,17, date dalla 9), Stano le componenti di un temsorve é che:
%

mf (x,v) = 1“{«; v’%,

dove 1% sono le componenti di una connessione lineare.

Dimostrazione. La condizione & ovviamente sufficiente. Proviamone la
necessita.

Effettuiamo un cambiamento di carta. Nella prima carta sussiste la (9),
nella seconda sussiste la:

(13) S T = 0 TV + i (&, TV ™,
Risulta:
(14) ow T = & o2 o 3, T + doy dv & T™ + aly by ab T™.

Se per ogni tensore (T%), le 3, TY date dalle (9), sono le componenti di un
tensore, dev’essere:

i ;! ;! k
8,9! Tz 7= LZ:,, cl]n Qpr Sk Tmn,

pertanto dalle (13) e (14) si ha

S mn 7!

iyl 7! il 7 A P 2 i’ il m
oy (2, T )= anal ot 8, T™" —ay, @)y dpy 3, T — iy i @y T — a0, ap T =

=4 al dl [3, T —23, T"] — doy do @ T — ol dl dl "
e quindi, in forza delle (9):
(15) i (2, T = dhal dh i (x, T — dpy dl @) T™" — &l by o T .
Dall’altro canto, per le (7), scritta nella seconda carta, si ha:

)y

7! 1 *’*’ 21 %1
Wy ( s

>~0)y(x T )—L'Cl)/y<x T

e quindi, in forza delle (3), risulta:

Ry I %1 5k om N ;7 2 i T m % T A i
o (2, T =dpap o} (x,T7)—amap T +ajap o, (2, T ) —appap T,
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cioé si ha:
(16) oy (&, TV =
=d b wp (x, a T*‘;) Ay de T L dl A (x, a,’:’ T/ *) — & T™

Dalle (135), (16) e (7) segue:

A &y aly [00] (x, T*") + o (%, Tm*)] =
= dh o (x, al T*i) Loal ) (x, a,’:’ Tj*),
che, in forza delle (11) e (12), diventa:
aadl (x, T*”) T + abd’ abi oo, (%, Tm*) ™ =
= ki o (x, al T*i) & T+ & dl o, (x, a]’:' T &b T™.
Dunque si ha:
dnal difom(x, T T" 4+ op (v, T T™ — e (x , &) T T —
— o (x,d T"HT™] = o.

Dalle precedenti relazioni si ottiene subito che, qualsiasi sia il tensore
(T%), risulta:

(17) T [ep(x, T — oz, al T =T [ef (v, & T — o (x, T™].

La (17) ¢ valida, in particolare, per tensori simmetrici, non singolari,
e per m = n. In tal caso la (17) diventa:
P 17)
ms m *m\ m 71 %
T [(’)lz:(X,T ,’_w}N(x’aiT )]:O’

ed infine:
on(x, T = eon(x,al T,

Dungque le oy, (x , aF T*) sono indipendenti dagli @, ossia dalle variabili
(%), ricordando la (12), le w} risultano lineari in (%). Ne segue I’asserto.
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