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Matematica. — Contrôle optimal et espaces du type de Gevrey 
Nota I di Jacques L ouis L ions e E nrico M a g e ne s , presentata 
dal Corrisp. L. A merio .

RIASSUNTO. — Si danno alcuni esempi, sia nel caso stazionario sia in quello di evolu
zione, di problemi ai quali si arriva quando si considerano problemi di controllo ottimale 
per sistemi governati da equazioni a derivate parziali in spazi di funzioni molto regolari, anali
tiche o di tipo di Gevrey.

On donne quelques exem ples (dans les cas stationnaires et d ’évolution) 
des problèm es -  apparem m ent nouveaux -  aux quels on aboutit lorsque l ’on 
considère des problèm es de contrôle optim al pour des systèmes gouvernés 
p a r  des équations aux dérivées partielles dans des espaces de fonctions très 
régulières -  analy tiques ou du type classes de Gevrey. Les dém onstrations 
détaillées seront exposées dans le vol. 3 de notre livre [2].

S ystèm es  e l l ip t iq u e s .

i. Position du problème.

i . i .  Notations.
Soit O un ouvert borné de R" de frontière T, variété analytique réelle 

de dim ension n —  1, Q étan t localement d ’un seul côté de T.
Soit A  l ’opérateur du deuxième ordre

et supposons que les coefficients soient analytiques réels dans Q =  f ì u T  
et que A  soit elliptique dans O <1).

On suppose que Vétat d ’un système physique est donné par

solution de

y  =  y  (x ; v) , x  € O , v =  contrôle

(1.1) £ II 0 dans Q,

(1.2) II'S' sur T.

(On notera aussi y  (y) la fonction x  ->y (x ; v)).

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dei Gruppi di ricerca del Comitato per la Matematica 
del C.N.R.

(**) Nella seduta del 9 dicembre 1967.
(1) Uniquement pour simplifier l’exposé on a pris l’opérateur A du deuxième ordre 

(et de type particulier) et on a considéré le problème de Dirichlet relatif à A; mais on peut 
étendre ce qui suit aux problèmes réguliers pour les opérateurs elliptiques d’ordre quelconque 
à coefficients analytiques.
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On va supposer q u e v  dem eure dans un espace de fonctions analytiques 
sur T. De façon précise (cfr. [4], 1) on introduit:

Ar  =  opérateur de Laplace Beltram i sur F

3fL ( r )  =  {espace des fonctions <p telles que
00 i

2 l**((2*)!)* l!Ar 'PIIlmd^ l l? l t ( r )  < ° ° } (2)-

On sait (cfr. par exem ple [4], 1)) que Xh ( r )  est un espace de fonctions 
analytiques réelles sur T; m uni de la norm e || 9 j[ , jfL (T) est un espace 
de H ilbert. J£L(r)

L ’espace X ( r )  de toutes les fonctions analytiques réelles sur T est la 
reunion des 3C1, ( r )  lorsque L  parcourt une suite {L „} croissant et tendant 
vers +  00. On m uni X ( r )  de la topologie de limite inductive de ~XLn (T). 

On supposera dans la suite que

(1.4) v e «W =  Xh (r) (L >  o fixé).

Alors (cfr. [5])

( i -5) y  € XL> ( r )  (va normale à T par rapport à A)

où Li dépend de L  et des coefficients de A  et de T. 
Pour tou t v e on peut donc définir la fonction'.

(1.6)

ou

J W  =
dy (v) 
3va •3 d atLi(n

+  V II V

]d est donné dans XLl (r), 

v est un nombre >  o donné.

1.2. Problème de contrôle.

On considère m ain tenant

(1.7) ^ad  “  ensemble convexe fermé C

et l ’on cherche

(1.8) Inf. J(v)
v^ 6̂ ad

Il est im m édiat de vérifier q u 'il existe un élément u  e ^ ad et un seul tel que

On dit que u  est le contrôle optimal.
N otre objet est de donner le système d ’équations et d ’inéquations qui 

caractérisent le contrôle optimal.

(2) Pour simplifier, toutes les fonctions sont prises à valeurs réelles.
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2. Conditions nécessaires et suffisantes d'optimalité.

2.1. Première caractérisation.

Si J ' (v) désigne la dérivé de J (dont on vérifie sans peine l’existence) 
alors le contrôle optim al u est caractérisé par

(2.1) J ' (u) (v — u) > 0 V v e

ce qui équivaut à

(2.2) dy ( u ) 
3Va ' 3 d :

dy (v) 
3v a

dy (u)
a MLl (r>

+ v  (u , v —  u )
ÂL (H

o V v e W «

2.2. E tat adjoint.
D ’après la Proposition 1.3 de [4], 1) la série

^ l____ a 2 k / dy (u)
£ 0 L f( (2W  r \  SvA

représente une forme linéaire continue sur X (r), i.e. un  élém ent de l ’espace 
X’ (Y) des fonctionnelles analytiques sur T. E t alors d ’après encore [4], 1), 
théor. 9.1, le problèm e de Dirichlet

(2.3) A * p  (u) =  o

(2.4) P 0 9 : S£=0
v2 k

T 2 Æ, ^1 ((2^)1P
dy ( u ) 
3vA

où A* est l’ad joint formel de A; adm et une solution unique p  (u) € %)f (fi), 
la condition (2.4) étant prise au sens de X ' (r). L a distributions p (u) est 
appelée Y état adjoint du problème de controle.

2.3. Transformation de (2.2).
E n utilisant la formule de Green de [4], 1) théor. 8.1, on peut alors écrire 

la relation suivante

(2.5) —  <  f j j , y  (v) — y  (*) >  +  < p  ( u ) , — -  (y (v) — y  (u)) >  =  o

où les crochéts désignent la dualité entre X'ÇT) et JC (F). On déduit de (2.5) 
et (2.4) que

(2.6) dy (u)
a jd y

dy [y) 
3v a

3y (u) \ __ ^  ;dp (u)
9va /teLl(r> 9va*

AL=  S i
L2 k  ((2 k )  !)2 A2 k

r  •

Posons:

(2.7)
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Alors

(2 .8) (u , v —  u) T =  <  AL u , v —  u  >V ŷ L(F)

de sorte que, avec (2.6) et (2.8), la condition (2.2) équivaut à

(2.9) <  -f- vAL u , v — u > > 0  V v e .

2.4. Conclusion.
On résume les résultats obtenus dans le
THÉORÈME 2.1. Le contrôle optimal u est donné par la résolution du système

(2.10)
( A y (u) =  0 dans O 
( A  * p  (u) — 0 dans O,

( y  (u) =  u sur F
(2.11) j

p ( u )  =  A ' { ^ ŷ  3 ^  sur T,

(2.9) <  ^  ^  ■ +  v AL u , v — u > >  0
dvA *

V v e  Wad.

3. Applications. (1). Cas sans contraintes.

On dit que le problèm e est sans contraintes lorsque 6&ad =  
se rédu it à (puisque 2iL (F) est dense dans K (T))-

6)l. Alors (2.9)

(3-0 — (u) +  v AL u  =  0. SvA. w

On peut éliminer u dans (2.10) (2.11) (2.9); on obtient:

(3-2)
j A y  =  0 
( A*p=  0

dans O

(3-3)
1 l { .  + v A ^  =  o

1 ^ AL( Z  - * )

sur F 

sur T.

Le contrôle optimal s'obtient donc\

(i) en résolvant le système (3.2) (3.3)
(ii) en posant u — y  | r .

(3) Le système (3.2) (3.3) est un système elliptique couplé ayant la particularité que 
la composant y  de la solution (y , p) est « très régulière », alors que la composante p  est « très 
irrégulière ». Les composants y  et p  sont « en dualité »,
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4. Applications. (II). Cas avec contraintes:

On prend m ain tenant 

(4 -1) ^ ad =  {* \ v e W  =  ?CL ( r )  , v > 0  sur T}.

Alors (2.9) équivaut a (car 'Stad est un cône de sommet {o})

(4 -2) <  3v / ( » )  +  v A l î ( , ! ) > > o  'iv  e 9ilaa,
A*

9
(4 -3) <  -T -—  p  (u) +  v AL u , u >  — o

cVA*

Mais si v € K (F) , v o sur F, il existe Vj E 3CL( r )  , zl 2> o , Vj —> v dans 
K  (r), et donc (4.2) implique (et équivaut à) la même inégalité Vv E K  (D , 
v >  o sur T. Donc

(4*4) ~ ^ a*~ ^  V U  eS  ̂ Un ^onc^ onne^ e analytique >  o.

Mais, p a r  un raisonnem ent analogue à celui de Schwartz [6] pour mon- 
tre r  que toute distribution >  o est une m esure >  o, on vérifie que (4.4) 
équivaut à:

(4 -5) ~ëvA< P (u) +  v ÀL u est une m esure >  o sur T.

L a condition (4.3) équ ivau t alors à

(4-6) u (u) _|_ vAl  u \  =  o sur T.

On obtient donc finalement: le contrôle optimal est fourn i par la résolu
tion du système:

(4 -7)

(4.8)

0 0
Il 

II 

<
 < dans n

' - « ■ { Z  * )
sur T

y  >  0 sur T

3v(. +  v AL 3/ >  O sur T

y(CA, +''ALy)-° sur T.

Alors
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Remarque 4.1.

Le problème (4.7) (4.8) est du type unilatéral, comme il en intervient 
dans toute la théorie du contrôle optimal de systèmes gouvernes par des équa
tions aux dérivées partielles, cfr. [1], [2] chap. 6. Le point nouveaux ici est 
l’introduction de Y opérateur d'ordre infini A r . Le problème (4.7) (4.8) est 
donc un exemple de problème non linéaire contenant des opérateurs d'ordre 
infini.

Remarque 4.2.

On peut évidem m ent m ultiplier les exemples: dans [1], on a pris les 
systèmes elliptiques dans des espaces de Sobolev d'ordre f in i ; ils ont leurs 
analogues avec « Y ordre infini ».
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