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Matematica. — Contrile optimal et espaces du type de Gevrey .
Nota I di JacqQues Lours Lions e ENrRIcO MAGENES, presentata
dal Corrisp. L. AMERTO. ‘

RIASSUNTO. — Si danno alcuni esempi, sia nel caso stazionario sia in quello di evolu-
zione, di problemi ai quali si arriva quando si considerano problemi di controllo ottimale
per sistemi governati da equazioni a derivate parziali in spazi di funzioni mol#o regolari, anali-
tiche o di tipo di Gevrey.

On donne quelques exemples (dans les cas stationnaires et d’évolution)
des problemes — apparemment nouveaux — aux quels on aboutit lorsque 1’on
considére des problemes de contrdle optimal pour des systémes gouvernés
par des équations aux dérivées partielles dans des espaces de fonctions #és
régulieres — analytiques ou du type classes de Gevrey. Les démonstrations
détaillées seront exposées dans le vol. 3 de notre livre [2].

SYSTEMES ELLIPTIQUES.
1. Position du probléme.

1.1. Notations.

Soit Q un ouvert borné de R* de frontiere I', variété analytique réelle
de dimension # — 1, Q étant localement d’un seul c6té de I.
Soit A D'opérateur du deuxiéme ordre

Au=— 3 2 (ay00 L)

Z,7=1
et supposons que les coefficients a;; soient analytiques réels dans Q= QUTI'
et que A soit elliptique dans Q @,

On suppose que !'dtat d’un systeme physique est donné par

y=9(x;v) , x2€Q , o= contréle,
solution de
(1.1) Ay(x;v)=o0 dans Q,
(1.2) y(x,v)=uv sur I'.

(On notera aussi y (v) la fonction x —y (x ; 2)).

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dei Gruppi di ricerca del Comitato per la Matematica
del C.N.R.

(**) Nella seduta del 9 dicembre 1967.

(1) Uniquement pour simplifier 'exposé on a pris lopérateur A du deuxiéme ordre
(et de type particulier) et on a considéré le probleme de Dirichlet relatif a A; mais on peut
étendre ce qui suit aux problémes 7éguliers pour les opérateurs elliptiques d’ordre quelconque
a coefficients analytiques.
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On va supposer que v demeure dans un espace de fonctions analytiques
sur I'. De fagon précise (cfr.[4], 1) on introduit:

Ap = opérateur de Laplace Beltrami sur I’

H-(T") = {espace des fonctions ¢ telles que

(1-3)
E sz((z,é) 12 HA CPHL*(I‘) o H%L(m <oo}@.

On sait (cfr. par exemple [4], 1)) que It* (') est un espace de fonctions
analytiques réelles sur I'; muni de la norme || ¢ || , 3% (T") est un espace

. H-@
de Hilbert.

L’espace It (I') de toutes les fonctions analytiques réelles sur I' est la
réunion des X' (") lorsque L parcourt une suite {L,} croissant et tendant
vers + oo. On muni ¥ (I') de la topologie de limite inductive de L (I).

On supposera dans la suite que
(1.4) v € = K () (L > o fixé).

Alors (cfr. [5]
(1.5) %GJ’CL‘ (I") (va mormale & T' par rapport & A)
A

ou L; dépend de L et des coefficients de A et de I
Pour tout v € 2% on peut donc définir la fonction:

) 2
(16) JO = F2 5, V1ol
ou

3z est donné dans X" (I,

v est un nombre > o donné.

1.2. Probléme de contréle.
On considére maintenant
(1.7) U,, = ensemble convexe fermé C %,

et 'on cherche

(1.8) Inf. J (o)

v€ WUyg
Il estimmédiat de vérifier qu’sl existe un élément u € WU, et un seul tel que
J@ <] @ Voed,

On dit que u est le contréle optimal.
Notre objet est de donner le systéme d’équations et d’inéquations qui
caractérisent le contréle optimal.

(2) Pour simplifier, toutes les fonctions sont prises & valeurs réelles.



36 Lincei — Rend. Sc. fis. mat. e nat. — Vol. XLIV — gennaio 1968 [36]

2. Conditions nécessaives et suffisantes d’optimalité.

2.1. Premiére caractévisation.

Si J' (v) désigne la dérivé de J (dont on vérifie sans peine Iexistence)
alors le contréle optimal # est caractérisé par

(2.1) J () (v—u) =0 Voved,

ce qui équivaut a

SVA QVA )%Ll 1) +V<% ’ v_u>

SVA d> - 2 (6] V (/XS Qﬁad-

3 3 3
(2.2) (J/(u) - Y (v) y () .

2.2. Etat adjoint.
D’apreés la Proposition 1.3 de [4], 1) la série

o 2k (W)
X Feay o e, 3")

représente une forme linéaire continue sur i (I"), i.e. un élément de l'espace
#' (I") des fonctionnelles analytiques sur I'. Et alors d’aprés encore [4], 1),
théor. 9.1, le probléme de Dirichlet

(2.3) A*p(u) =0
— ~ I anfoy ()
(2.4) ? () ;0 2K ) 1 AL ( EN 34)

ou A* est l'adjoint formel de A; admet une solution unique p (x) € D' (Q),

la condition (2.4) ¢tant prise au sens de &' (I"). La distributions # (%) est
appelée 'état adjoint du probléme de controle.

2.3. Transformation de (2.2).

En utilisant la formule de Green de [4], 1) théor. 8.1, on peut alors écrire
la relation suivante

@) —<ZE 3@ -y >+ <p@), 54— @—r@) >=o

ol les crochéts désignent la dualité entre 3'(T") et 3 (I'). On déduit de (2.5)
et (2.4) que

() @) Yy _ p ()
(2.6) (—FVA 520 o, Tovy )%le = < . 00T >.
Posons:
L_ ¥y I 2%
(2.7) A _LWAF .
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Alors

(2.8) (u,7/~u)wm= <Alu,v—u>

de sorte que, avec (2.6) et (2.8), la condition (2.2) équivaut a

(2.9 <9£if)+vALu,v—%>2o Vove,

2.4. Conclusion.
On résume les résultats obtenus dans le
THEOREME 2.1. Le contréle optimal u est donné par la résolution du systéme

( Ay (w) =o dans Q
(2.10) 3 A*p()=o0  dansQ,
y(w)=u sur T’
2.11 2
o | M@:Au(_g%_%) sur T,
(2.9) ? u> +vAY v —u>>o0 Vved,

3. Applications. (1). Cas sans contraintes.

On dit que le probleme est sans contraintes lorsque U, , = 2. Alors (2.9)
se réduit a (puisque I* (I") est dense dans I (T)

(3.1) aii* () + v ALy =o.

On peut éliminer u dans (2.10) (2.11) (2.9); on obtient:

Ay =
(3.2) { Ai‘:pzz dans Q
\/i—l—vALyzo sur T’
(3-3) <‘
( p= AL( N —34) sur I.

Le contréle optimal s obtient donc:

() en résolvant le systéme (3.2) (3.3) @
(ii) en posant w =y |r.

(3) Le systéme (3.2) (3.3) est un systéme elliptique couplé ayant la particﬁlarité que
la composant y de la solution (y, p) est «#és réguliére », alors que la composante p est «#7és
irréguliére ». Les composants y et p sont « en dualité »,
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4. Applications. (11). Cas avec contraintes:

On prend maintenant
(4.1) Uy, ={vjveA=0"T) | v >0 sur I'}

Alors (2.9) équivaut a (car ¥,, est un cone de sommet {0})

(42> <Ea_ﬁ(%>+VALuyv>Zo vvemad}
A*

(4-3)

u,u>=0

Mais si v €3 (I'), v >0 sur T, il existe v, € €-(T"), v, > 0,v; > v dans

3 (I"), et donc (4.2) implique (et équivaut 2) la méme megahte Vo € 3t (I),
v >0 sur I'. Donc

°p

Vg

(4-4)

(#) + vAr 2 est un fonctionnelle analytique > o.

Mais, par un raisonnement analogue 4 celui de Schwartz [6] pour mon-
trer que toute distribution > o est une mesure > o0, on vérifie que (4.4)
équivaut a:

(4-5) Ta——p () + v A % est une mesure >o sur I
A*
La condition (4.3) équivaut alors &
(4.6) " (‘a—f* p (1) + vAL u) —o sur I,
A*

On obtient donc finalement: e contréle optimal est Journi par la résolu-
tion du systéme:

4.7) .Ay —° dans Q
A*p=o0
L p = AL( e —Zd) sur I’
y=>o sur I’
(4-8) 8v + v ALy >o0 sur I
Ax
y( Ny +vALly ) o sur I"
Alors

u:y\r
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Remarque 4.1.

Le probleme (4.7) (4.8) est du type wnilatéral, comme il en intervient
dans toute la théorie du contréle optimal de systémes gouvernés par des équa-
tions aux dérivées partielles, cfr. [1], [2] chap. 6. Le point nouveaux ici est
lintroduction de opérateur d’ordre infini A*. Le probleme (4.7) (4.8) est
donc un exemple de probleme non linéaire contenant des opérateurs d’ordre
infini.

Remarque 4.2.

On peut évidemment multiplier les exemples: dans [1], on a pris les
systemes elliptiques dans des espaces de Sobolev d’ordre finz; ils ont leurs
analogues avec «l'ordre infini ».
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