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Meccanica celeste. —  Contributi a l problema dei due corpi di 
massa v a m a b ile . Nota di L u c ia n o  C h ia r a , presentata^ dal Socio 
D. G r a f f i .

Sum m ary. — Continuing the investigations concerning the problem of two bodies of 
variable masses, the Author gives a new form of the equation of the variation of eccentricity 
suitable for revealing other cases of integration.

A case particularly notable for application purposes is pointed out.
Furthermore a deduction included in a preceding Paper is specified in an essential point.

u  -  Con riferim ento al problem a dei due corpi di m assa decrescente — 
ad o rb ita  osculatrice ellittica -  e con le stesse notazioni ed unità usate in una 
m ia ricerca analoga inserita in questi « Rendiconti » (L, assumo come equa­
zioni di avvio la (5) e la (9) della N ota citata; equazioni che riporto sotto forma 
lievem ente diversa

( 0  è =  <3m r~ x cos E

(2) rm ~l (1 — é?2)-i/2 É  =  i — Ge~1 (1 —- *2)-3/2 Sen E,

avendo indicato con g la quan tità  puram ente num erica — c3f~ 2mlm 3 che, 
nelle nostre unità, si identifica col rapporto — m\m 3.

Questo param etro, da noi frequentem ente introdotto in questo genere 
di indagini, è assai comodo sia perché la sua legge di variazione può assu­
m ersi quale « legge di emissione » del sistem a binario, sia perché, nei problemi 
concreti riguardanti i sistemi binari celesti, esso è sempre estrem am ente 
piccolo rispetto ad uno e varia lentissim am ente col tempo; tanto  per dare 
una indicazione num erica supporrem o

(3) o <  cr< a* <Ç io-7 , I à I <  a .

Dalla (2) si deduce che, per

(4) a <  e ( I —  e2)3!2,

la E è positiva e finita e quindi la E (t) è invertibile ed ogni funzione m onotona 
di t è funzione equim onotona di E e viceversa. In  accordo con la (3) penseremo

(5) io -6 <  e <  i —  io-4 .

{*) Lavoro eseguito nell’ambito del gruppo di ricerca n. 36 del Comitato per la Mate- 
maticà del C.N.R., per l’anno accademico 1967-68.

(**) Nella seduta del 9 dicembre 1967.
(1) Limiti superiori della variazione dell’eccentricità nei sistemi binari di massa decre­

scente. Nota I, « Rend. Acc. Naz. Lincei », Aprile 1959, fase. 4.

34. — RENDICONTI 1967, Vol. XLIII, fase. 6.
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N otiam o per il seguito che, se da un istante t in poi la m  restasse costante, 
dalla (2) si avrebbe per È

(6) È* — mr~x (1 — e2)1/'2.

2. -  Dal prodotto  in croce delle (1) e (2) si ottiene la relazione 

è —  Gee*1 (1 — e2)-3/2 sen E =  or (1 — e2)-1/2 É cos E

da cui si ricava

eè — g {è (1 —  £2) - 3/2 sen E +  e (1 —  e2) - 1!2 É cos E }.

Q uest’ultim a, notando che si ha identicam ente

è (1 —  e2)“ 3/2 sen E -f- e (1. —  e2) - 1!2 Ë cos E =  {e (1 — e2) - 1!2 sen E }‘, 

può scriversi

(7) eè =  g {e (1 — e2)-V2 sen E }‘.

Passiam o a dim ostrare che

e (1 —  e2)~l1'2 sen E =  rr.

Invero in ogni istante t  il m oto effettivo (del secondario P intorno al 
prim ario) ed il corrispondente moto kepleriano osculatore sono in P moti 
tangenti, sicché, con ovvio significato dei simboli, si avrà

P ^ P .S E S P ,  , V ( P #) ^ V ( P , )

e quindi re =  rk , cioè nell’istante (generico) t  la r  calcolata per m  variabile 
è uguale alla r  valu tata per m  costante da t  in poi.

M a allora, dalla ben nota espressione di r

r  — a (1 — e cos E) , con a — m ~x (1 -— e2) - 1

e ricordando l’osservazione che ci ha condotto alla (6), si ricava 

r =  ae sen E E*

— r - i  m (1 —  e2)1!2 ae sen E 

=  r -1 e (1 —- e2)~xf2 sen E

epperò

rr =  e (1 — e2)*1!2 sen E  , c.v.d.

Tenuto conto di questa, la (7) si scrive

(8) eè =  g (rr)'
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o anche

(9) (e2)' =  cr (r2)".

D a questa  si deduce inoltre successivamente.

ed infine 

(io)

(«a)- =  (r*)‘ — ò (r*)-

=  g ( r 2y  —  (òr2)* +  c r 2

2 a e sen E
Mi — e*

òr2 — £r 2 .

q u est’ultim a nuova form a dell’equazione della variazione dell’eccentricità 
m ette  in luce nuovi casi notevoli d ’integrazione.

3. -  Ci lim itiam o qui ad indicarne uno particolarm ente semplice: quello 
in cui g sia una  funzione lineare di t  e corrispondente perciò ad una legge 
di emissione del tipo

(11) —  m — (oc +  ß  ̂ -f- y&) m z.

In  tale ipotesi sarà <7 — ß +  yfr — ß +  ï /^ 2, epperò

— —  2 yr\r — — (2 y log r ) ’,

sicché alla (io) può darsi la forma

{e2 —  2 ae (1 —  e2)~112 sen E +  ß r2 +  2 y log r }’ =  o 

da cui, integrando, si ricava

(12) e2 —  2 ae (1 —  e2)~ll2 sen E +  ß r2 -f- 2 y log r  — costante.

Il caso segnalato ci sem bra notevole ai fini applicativi perché, come è 
noto, i m aggiori autori (Jeans, Eddington, Fesenkov, etc.) che si sono 
occupati della questione, propendono per una legge di emissione che sia, o 
add irittu ra

(13) — m\?rfi =  a =  costante = ' a , (a >  o)

o si « discosti poco » da essa.
Ebbene, u n a  m aniera di realizzare la seconda alternativa è quella di 

pensare nella (13) la g lentissim am ente variabile dando alla legge di emis­
sione la form a generica (11), o, più semplicemente, la form a (11) con y  =  o. 
L ’eqiuazione (12) dà allora in term ini finiti, la legge di variazione della eccen­
tricità nei sistemi binari nell’ipotesi che l’emissione (radiativa e corpuscolare) 
avvenga secondo la legge così generalizzata di Jeans-E ddington-Fesenkov.

Con riferim ento ai sistemi binari celesti e considerato un  lasso di tem po T  
-  dell’ordine di grandezza dell’età  m assima di quei sistemi -  entro cui la
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m assa della doppia si riduca m agari ad 1/20 di quella iniziale si scorge 
dalla (12) che la variazione deireccentricità (entro quel lasso di tempo) è 
enorm em ente piccola.

Non indugerem o qui in u n ’analisi m inuziosa della (12), preferendo invece 
riesam inare -  nell’am bito di validità della (4) -  il caso più interessante

a =  funzione m onotona di t

nell’intervallo to , to +  T, essendo lo  un istante prossimo al prim o stadio di 
vita della doppia. R itorniam o su questo caso -  da noi studiato in altra 
precedente ricerca <2>, inserita in questi « Rendiconti » -  allo scopo di rim uo­
vere una svista in cui siamo ivi incorsi.

4. -  D alla (1) si deduce che la e in ogni periodo (iniziato per comodità, 
dal punto di anom alia eccentrica — 71/2) ha un m inim o per E = — 71/2, 
cresce per E crescente da —  7̂ /2 a 71/2 dove raggiunge il massimo e poi decresce 
sino alla fine del periodo (E =  ■— 3 71/2) in cui sarà di nuovo m inima, e così 
via. T enuto conto della (1), si vede inoltre dalla (7) che {e (1 — e2)-1/2 sen E}* è 
concorde con e, pertanto sarà positiva tra  —  71/2 e 71/2, negativa tra  71/2 e 37^/2.

Supponiam o ora che a sia una funzione non crescente di t (epperò di E) 
e, con riferim ento ad un periodo, siano t± , h  , £2 gli istanti in cui la E assume 
ordinatam ente i valori — 71/2 ,71/2, e 3 71/2. In tegrando la (7) in quel periodo 
si ottiene

*x
(14) e\ —  e\ =  2 J g {e (1 —  e2)~1/2 sen E}* dt +  

h

i2
2 J ct {«( i — sen E} 1 di.

h
In ternam ente al prim o intervallo la { e ( i — ^ “ f^senE}*, come si è già notato, 
è positiva, nel secondo è negativa. Sarà allora

Os) 2
'

2 _  -s-e i=  2 A ei

f i

ei
■2 f X. +

<?1
i — él — Vi —  è{ )

essendo A e p  due convenienti valori medi di cr nei rispettivi intervalli, epperò

cri >  A >  äx >  (x >  cr2 >  o.

Posto A =  (A +  a (a >  o), la (15) diventa 

(16) (e2 +  ei)(e2 —  e ì)= — 2 fi j , g2 ------- ei
' ^1— «2 f — e\

+  2 a ëi e\

O sservando che delle due quantità in parentesi a graffe, la p rim a è con­
corde con £2 —  £1 e la seconda è positiva, scriveremo

(17) 0?2 +  *i) (£2 —  ei) — —  2 (JL (é?2 — e{) h2 +  2 onk2

(2) Limiti superiori della variazione dell’eccentricità nei sistemi binari di massa decre­
scente. Nota III, « Rend. Acc. Naz. Lincei», fase. i~2, luglio 1961.
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e quindi
(e\ +  e2 +  2 \xh2)  (e% —  eï) =  2 oc^2.

Ne discende

(18) 2̂ — Cl > 0 ,

T alternativa — valendo per g =  costante (a — o) in t i<  t< t2 .
Spostando in avanti di 7T l ’origine del periodo, l’integrazione analoga 

alla (14) ci porta  alla ineguaglianza

C19) —  h  <  o;

ripetendo poi il procedim ento per or non decrescente si perviene nei due casi a 

(20) £2 —  e\ <  o , >  o.

Vengono così ritro v a te  le ineguaglianze fondam entali (18), (19) e (20) conte­
nute nella m ia precedente ricerca, sicché valgono, con tu tto  rigore, le conclu­
sioni cui siamo pervenuti nei num eri 2 e 3 della N ota citata.

In  particolare: se g e una funzione monotona di t (in to , to +  T), la 
variazione totale Ae dell'eccentricità in quahmque lasso di tempo (contenuto 
in to , to +  T) non supera, in valore assoluto, Voscillazione Qe della e relativa 
ad uh solo semiperiodo (il prim o quando cr è non crescente, l’ultim o quando g 
è non decrescente).

Eseguendo l’integrazione della (7) relativa a siffatto semiperiodo -  ed 
indicando con e\ ed e% rispettivam ente il minimo ed il massimo valore della e -  
si ottiene

epperò

(21)

(pi "h  £2) —  2 X I
ei <  2 X ei~

Ae\ <  Cìe <

o, se si vuole, a meno di quantità  del tu tto  trascurabile,

Ì i — e2

con e indicando il valore dell’eccentricità in un istante qualsiasi del lasso di 
tem po considerato.


