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Analisi matematica. — Quelques remarques sur les problémes aux
limites linéaires elliptiques et paraboliques dans des classes d ultya—
distributions. Nota I1 di JacqQues Luis Lions e Enrico MAGENES,
presentata @ dal Corrisp. L. AmErro.

R1ASSUNTO. -~ Continuando lo studio svolto nella Nota I per le equazioni ellittiche,
si considerano i problemi ai limiti, in classi di ultradistribuzioni, per le equazioni paraboliche.

EQUATIONS PARABOLIQUES.

5. Rappelons et complétons les définitions des espaces de fonctions et
de distributions de Gevrey a valeurs vectorielles que nous avons utilisées
dans [15] ® pour les problemes aux limites paraboliques.

Soit donc F un espace vectoriel topologique, localement convexe,
separé. On désigne par D (R;F) (resp. 8 (R; F), resp. . (R; F), resp.
D_(R; F)) l'espace des fonctions indéfiniment différentiables sur la droite R,
a valeurs-dans F; a support compact (resp. & support quelconque, resp.
support limité a gauche, resp. a droite), ces espaces étant munis des topologies
de L. Schwartz [22].

Espace 9, (R; F).

On définit algébriquement I'espace 9, (R ; F), s réel > 1, comme l'espace
des fonctions # — ¢ (#) définis dans R et & valeurs dans F, telles que

(14) PEDR; )

\ il existe un nombre L et un borné @ de F (dépendant de o)
(15) )tels que %eéﬁ, k=o0,1,--;¢t€R.

\ LE (&)

On définit la topologie sur 9, (R; F) de la fagon suivante. Soit. {L,}
une suite croissante de nombres positifs tendant vers 4 co. On désigne par
DY (R ; F) le sous espace de 9, (R ; F) des ¢ & support dans [-— 7, 7] et tels
que (13) ait lieu avec . = L, fixé. Et sur 9 (R ; F) on introduit la topologie
définie par le systéme fondamental de voisinages de zéro:

| <P(k) )

[©)) xr 7
v 1 LA (k1)

) =

€V, k=o0,1, -;t€[—7,1]

ol 'on fait parcourir a Wy un systéme fondamental de voisinages de zéro
dans F.

(*) Nella seduta del 14 novembre 1967.
(1) Pour la bibliographie cf, la note précédente en: ces -« Rendiconti», wol. XLIII,
fasc. 5, p. 293.
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Alors on a

DMR;F)=uU9dR;F)

et on munit D, (R; F) de la topologie de lLimite inductive des D (R; F).
On voit facilement qu’elle ne dépend pas de la suite {L,} choisie.

Espaces D4, (R; F).

Algébriquement 'espace Dy, ,(R; F), s réel > 1, est I'espace des fonc-
tions # — ¢ (¢) définies dans R et & valeurs dans F telles que

(16) peD, ®R;F)
pour chaque & il existe un nombre L et un borné & de F (dé-
(17) s® (1)
) pendant de ¢ et de 4), tels que Gy B, k=o,1, --,etz<0o.
\

Introduisons dans @, (R; F) la topologie de la facon suivante (la présen-
tation est un peu différente que dans [15], mais les deux topologies coinci-
dent). On considere pour chaque intervalle [a, 4] fixé et chaque L > o fixé
Pespace

D,.([a,b],L;F) =o|t—>q(?) est définie et indéfiniment dif-

(18) { férentiable dans [z,6] & valeurs dans F; ¢®(a)=0 VE=o0,1,--;

)

®
il existe un borné & de F tel que ;‘; (é(t,;s €H, Vet tela,b] %

On introduit dans 9, ([¢, é],L ; F) une topologie en définissant un
systéme fondamental de voisinages de zéro par

(%)
QJ:z@Icpe@a,s([a,é],L;F) , I‘;(ﬁ;‘e%, VA et z‘e[a,é]%

ou l'en fait parcourir & ®p un systéme fondamental de voisinages de zéro
dans F.

On définit ensuite l’espace

(19) 9...([a, 8]; F) = U Dy ([a, 8], L5 F)

ou {L;} est une suite quelconque croissante tendant vers —+ oo, avec la topo-
logie de limite inductive (elle ne dépend pas de la suite {L,}).

Soit ensuite {4;} une suite croissante tendant vers + oco; on voit aisément
que les espaces 9, ([, 4;]; F), ou 'on suppose @ < 4;, donnent lieu a
un spectre projectsf (cfr. par exemple [24]) par rapport aux applications
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pi,; (1< j) définies comme les restrictions des ¢ définies dans [z, 4,] & l'inter-
valle' [a, 4;]. On définit alors ’espace

(20) Dy,s ([@, + o0] ; F) = limite projective 9,,, ([2, §;] ; F) .
by > + o0

On voit aisément qu’il ne dépend pas de la suite {&,}.

Enfin soit {@;} une suite decroissante tendant vers — oo; il est évident
que D, ; ([@;, + o0] ; F) est un spectre inductif (au sens par exemple de [24])
par rapport aux applications p; ; (7 <) définies comme prolongements par
zéro dans [a,, a;] des fonctions définies dans [a;, + oo]. On définit alors
Pespace
(21) Dy,s R; F) = limite inductive 9D, ,; ([;, + oo] ; F)

a > — 0

et on voit aisément qu’il ne dépend pas de la suite {a;} choisie et qu’il coincide
algébriquement avec ’espace des ¢ satisfaisant & (16) (17).
On définit de fagon analogue (on échange le role de a et &, etc.) 'espace

9_,R;F)

3 Y

des fonctions a support limité a droite.

Espace 8, (R; F).

Algébriquement 'espace & (R ; F), s réel >1, est I'espace des fonctions
¢t — ¢ (¢) définies dans R et a valeurs dans F, indéfiniment différentiables,
telles que

\ pour chaque intervalle [a, 4] il existe un nombre L et un borné

(&)
(2 2> @ (f) c

& de F tels que L )y ®, kt=o0,1,--, et t€[a,bd].

De facon évidente on peut introduire la topologie sur &, (R; F) en suivant
la méthode utilisée ici pour D, ,(R; F) ou en suivant [15].

Remargue 3. — On peut généraliser les espaces précédents en utilisant
des suites {M,} convenables au lieu de la suite {M, = (£!)*}, cfr. [15].

6. Supposons maintenant en outre que F soit réflexif et notons F' son
dual fort. Par définition 'espace D; R ; F) des distributions de Gevrey d’ordre s
& valeurs dans ¥ est Uespace dual de espace D, (R ; F'), i.e.

(23) DR F) =D, R; F))".

On munira cet espace de la topologie forte de dual, sauf dans des cas excep-
tionels explicitement notés,
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De la méme fagon on pose par définition
(4) D R;F) = (9, R;F)  (resp. O, (R;F) = (D4, (R; F))

avec la topologie forte de dual, sauf mention expresse de contraire; et on démon-
tre que 9, ,(R; F) (resp. D_ ,(R; F)) coincide avec le sous—espace de
Q'R ; F) des distributions & support limité & gauche (resp. & droite).

La dérivation et la multiplication par des fonctions (scalaires) de
8,(R; C) (=¢§,(R)), 1<r<s, se définissent dans D; (R ; F) comme pour les
distributions ordinaires. '

Remarque 4. — A vrai dire les définitions données par (23) et (24) des
distributions de Gevrey a valeurs dans F n’est pas la plus générale possible;
par analogie avec les distributions ordinaires [23] on pourrait appeler « espace
des distributions de Gevrey & valeurs dans F» l'espace £ (D, (R; F)) des
applications - linéaires continues de 9O, (R) (= 9,(R; C)) dans F, au lieu
d’utiliser (23); mais dans les applications que nous avons en vue c’est la
définition (23) qui est la plus commode. En tout cas on a

D (R;F) C LD R);F)

Remargue 5. — Dans la suite nous utiliserons pour F les espaces 9 (Q),
D'(Q), D, (Q), D, (Q) (avec » > 1); signalons alors que 'on a les relations
d’inclusions suivantes; ol 7 et s sont des réels >1:

(25) O R, (Q)CD (R D(Q) CO_(R; D(Q)

chaque espace étant dense et continuement plongé dans les suivants; on en
déduit alors, grice a (24),

(26) O_(R; Q) C Dy (R; D(Q)C Y, ,(R; D (Q)).
Définissons

(27) TR D(Q) = (- (R; D(Q))".

Alors (26) devient

(28) D R;D(Q)C Y, R;D(Q)C Dy, (R;DUQ) s et r>1.

Notons que la définition (27) differe de celle de L. Schwartz [23]; notre
définition est plus restrictive: on a

(20) [ (R ; D(Q) C 2 (D_(R) ; (D).

Nous renvoyons aussi pour une question analogue 4 la Remarque 4. Rappelons
aussi. que

£ (D~ (R) ; 9'((2) C'(Q)
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ott Q est le cylindre Q = Qx R} et D'(Q) est I'espace des distributions (sca-
laire) sur Q; et donc

(30) DL (R ; D'(Q)) s identifie & un sous—espace de distributions
(scalaires) sur Q.

7. On considére maintenant dans R*™' = RIx R} le cylindre
Q= QXxR/
Q vérifiant les hypothéses du n. 1; et on désigne par
Y = I'xR;}

la frontiere de Q. Dans Q on considére Iopérateur

(1) P=A(x,t;D,)+ o
ot A est donné par
(32) Au= 3 (—1)?' Di(a,(x,?) Diu)
2], lg] <m
D, désignant la dérivation par rappert aux variables xq,-- -, x,. On suppose
que les coefficients a,, vérifient
(33) @y € 85, (R ;10 ()

ol 1 (Q) désigne I'espace des fonctions analytiques dans Q. On se donne
aussi un systeme d’opérateurs « frontiére »

(34) Bju — Bj@c;x;Dx)u:Mz by (x, ) Dert j—o, . m—1
"2,

d’ordre ;, avec 0 < m,;< 2 m, 4 coefficients 4;, appartenant & &, (R ; 3t(I").
Et on suppose que:

(35) pour chaque &, le systéme {B;(x,ty; D)YiZs est normal sur T';

pour chaque 6 € {—; ) ;J et chague ty 'opérateur A(x,ty;D,)+
2m

(36) + (—1)” 0 aiz—m— est PROPREMENT ELLIPTIQUE dans Q XR} ez e
30) y

systéme d’opérateurs «frontiére» {B;(x,t; Dx)}?-:(l) recouvre [ opé-

2 m
\ rateur A (x,15;D,) + (—1)” £ ;M sur T'XR}
‘y N
On a alors la formule de Green
° L m—1 o m—l [ L

/ Pz ﬁdxdz‘ﬁfuP*vdxdz‘: Ej S;uC;v dodt — E / B,uT;v do dt

. 7=0 F=0 )

Q Q = =

Vi, v € DR ; D(Q)),
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ou P* est I’adjoint formel de P et {S].};’;;,{Cj}::é,{'fj}?;é sont des
systemes, déterminés de facon analogue aux opérateurs {S;}, {C;} et {T;}

de la formule de Green (3).

8. Nous considerons le probléme aux limites parabolique

(38) Pu =f dans. Q
(39) Bjuzgj sur 2, j=0,1,"',m—1
(40) f.g étant & support em t lLimité & gauche,

et nous chercherons la solution z dans les espaces . (R;9'(Q)), 9, (R;D'(Q))
et D, ,(R;D(Q), s =2m et r>119 Pour cela on va introduire les
espaces:

(41) Y ={u|ued, R;9(Q) , Pued, R; K'(Q)} av
42) Y. ={u|ueD , R; Q) , Pued,,R;K (Q)}
43) Y= {w|ned ,R;D(Q) , Pued,,®R;K (Q)}

munis de la topologie localement convexe la moins fine rendant continues
les applications % —u# et # —Pu de Y (resp. Y,, resp. Y,,) dans

T(R; D (Q) (resp. Dy, (R; D' (Q)), resp. Dy, (R; D, (Q)) faible et
D, R; K'(Q) (resp. D, R; K (Q)), resp. D ,(R; K (Q)) faible (i.e.
on suppose ici, a la différence de ce que 'on a fait dans le cas elliptique et
pour - éviter des difficultés topologiques qui alourdiraient le probléme de
fagon inessentielle, que ¥, (R; D (Q)), 9., (R; D (Q), D, R; D, (Q),

TR K(Q), 9, (R; K'(Q), 97, ,R;K (Q) sont munis de leurs
topologie de dual faible respectivement de D_(R; D(Q)), D_ R ; D(Q)),
D (R;9,(Q), O_(R;K(Q), D_,R;K(Q), D_,.(R; K, (Q)).

Par les mémes méthodes qu’en [15] (signalons que sous les hypothéses
plus générales sur P et les B; faites ici au n. 7 on utilisera les résultats
d’Agranovich—-Vishik [1] et de Cavallucci [6], pour I’existence des solutions
réguliéres du probleme adjoint, et que les difficultés topologiques rencontrées
dans [13], p. 393 peuvent maintenant étre surmontées grice aux resultats
récents de Geymonat [9]) on démontre alors les théorémes:

THEOREME 5 (de trace): L'espace D (R ; D (Q)) est dense dans Y (resp. Y,
resp. Ys,p, avec s=>2m et v>1) et Dapplication u—~Bu = {Bou ,---, B, _1u}
définie an sens wusuel de D R ;D (Q)) dans [D R ; D (IN)]|” se prolonge par

(10) Notons que si # est dans ces espaces Pz a un sens (par la définition usuelle
(Pu,9) = (u,P*q)).
(11) Nous définissons
4 (R; K'(Q) = (- (R; K (Q))';
cfr. aussi remarque 3.
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continuité en une application linéaire continue encorve notée u — Bu, de Y
(resp. Y,, resp. Y, ,) dans [Dy 9., R ; W (D))" faible (i.e. muni de la topologie
de dual faible de [D_ 9., (R ; X ().

THEOREME 6 (d’existence): Le probléme aux limites

(44) Pu=f

an sens de D' (Q) (resp. D, (R; D'(Q)), resp. DR ; D, (Q)), avec s > 2 m,
et r > 1,

(45) Bfu:gl j.—:o’...’m_l

an sens du Théoréme 5, admet une solution unique u dans Y (resp. Y, vesp. Ys,,)
pour tour f€ DL (R; K (Q) (resp. 9y, (R ; K’ (Q)), resp. 9, (R ; K, (Q)))
et tout g, € Dy o9, (R; (D), en outre Papplication (f;gy, -, Gm_1) —> 1 est
continue, chaque espaces étant muni de la topologie faible de dual.

Remarque 6. — On pourrait dans les Théorémes 3 et 4 prendre au lieu
des espaces K’ (Q) et K, (Q) des espaces plus généraux de distributions ou
d’ultra—distributions, dépendant des opérateurs « frontiére » {B;}7=g.

9. Grice aux théorémes 5 et 6 les differents espaces Y, Y,,Y,, ont
tous le méme espace de «traces » [Dy 2, (R;H (I')]”. On en déduit alors,
en utilisant aussi (30) une conséquence analogue & celle obtenue pour les équa-
tions elliptiques au Corollaire 1:

COROLLAIRE 2: TZoute wultradistribution u de D, (R ;D (Q)) owu de
Dy, (R; D (Q) avec s >2m et r > 1, solution de !'equation Pu = f avec
(par exemple) f€ D) (R;E'(Q)) est une distribution ordinaire (scalaire)

dans Q (i.e. u € D'(Q)).

Le Corollaire 2 #éduit donc le probléme de la régularité des solutions ultra-
distributions de Gevrey (d'ordre s > 2m en t) des équations paraboliques au
cas déja résolu des solutions distributions ordinaive, au moins pour les ultradi-
stributions a support scalairement limité & gaucke. Dans le cas des opérateurs
a coefficients constants un résultat de ce genre est contenu aussi dans le tra-
vail [6] de Bjorck, qui étude par des méthodes différentes de la notre le pro-
bleme de la regularité des solutions ultradistributions de Beurling pour les

opérateurs hypoelliptiques & coefficients costants.

10. Signalons enfin que par des méthodes analogues on peut étudier
les mémes questions dans d’autre situations:

@) on peut caractériser les espaces de traces sur X des B;x pour les
solutions de l'equation Pu = f, witradistributions & support quelconque, et
étudier le probleme aux limites (38) (39) dans le cylindre Q.
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6) on peut étudier les problémes aux limites paraboliques dans un
eylindre fini, Qr = QXJo,T[, T<oo:

Pu = f dans Qr
2 (x,0) = uy dans Q.

¢) on peut étudier les problémes précédents pour les opérateurs du
P2y
o2

deuxieme ordre en ¢ (du type Aw - > et de Schroedinger <du type

iAu - i—?) avec A symmétrique.

Les difficultés techniques sont beaucoup plus grandes; nous renvoyons
au vol. 3 de notre livre [17] (cfr. déja [14] et [16]).



