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A nalisi m atem atica. — Quelques remarques sur les problèmes aux 
limites linéaires elliptiques et paraboliques dans des classes d y u ltra- 
distributions. Nota II di J a c q u e s  L u is  L io n s  e E n r i c o  M a g e n e s ,  
presentata n  dal Corrisp. L. A m e r io .

R ia s s u n to . - Continuando lo studio svolto nella N ota I per le equazioni ellittiche, 
si considerano i problemi ai limiti, in classi di ultradistribuzioni, per le equazioni paraboliche.

E quations paraboliques.

5. Rappelons et complétons les définitions des espaces de fonctions et 
de distributions de Gevrey à valeurs vectorielles que nous avons utilisées 
dans [15] pour les problèmes aux limites paraboliques.

Soit donc F un espace vectoriel topologique, localement convexe, 
separé. On désigne par -% (R ; F) (resp. & (R ; F), resp. 0 + (R ; F), resp. 
®- (R ; F)) r  espace des fonctions indéfiniment différentiables sur la droite R, 
à valeurs dans F; à support compact (resp. à support quelconque, resp. à 
support limité à gauche, resp. à droite), ces espaces é tan t munis des topologies 
de L. Schwartz [22].

Espace CDS (R ; F).

On définit algébriquem ent l’espace <5>s (R ; F), t  réel >  1, comme l’espace 
des fonctions t  -> 9 ( t)  définis dans R  et à valeurs dans F, telles que

(14) <p e © (R ; F)

il existe un nom bre L  et un borné
0 5 ) j tels que

f 1 Lk (kiy
e cB, k = o

ïB de F  (dépendant de cp)

• \ t e  R.

On définit la topologie sur ^)s (R ; F) de la façon suivante. Soit {L z-} 
une suite croissante de nombres positifs tendant vers +  00. On désigne par 
O f) (R ; F) le sous espace de (R ; F) des 9 à support dans [— i  , i \  et tels 
que (15) ait lieu avec L  =  1L i fixé. E t sur © ? (R ; F) on introduit la topologie 
définie par le systèm e fondam ental de voisinages de zéro:

GU ^ 9U) (/)
hk-{k\)s e«l)F , k =  O , I •; t e  [— ï ,i]

où l’on fait parcourir a un système fondam ental de voisinages de zéro 
dans F. (*)

(*) Nella seduta del 14 novembre 1967.
(1) Pour la bibliographie cf, la note précédente en ces «R endiconti» , vol. X L III, 

fase. 5, p. 293.
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Alors on a

®, (R ; F) =  u  ®<° (R; F)
i

et on m unit <3)s (R ; F) de la topologie de limite inductive des 3)^  (R ; F). 
On voit facilem ent q u ’elle ne dépend pas de la suite {L*} choisie.

Espaces 3)±jJ (R ; F).

A lgébriquem ent l ’espace 3)+}J( R ;F ) ,  ^ réel >  1, est l ’espace des fonc­
tions t -> 9 (/) définies dans R et à valeurs dans F  telles que

(16) cp € 2 )+ (R ; F)

Introduisons dans 3)+ jJ (R ; F) la topologie de la façon suivante (la présen­
tation est un  peu différente que dans [15], mais les deux topologies coinci­
dent). On considère pour chaque intervalle [a , b\ fixé et chaque L > o  fixé 
l’espace

I cS)a,s ([# , b] , L  ; F) =  I <p I /  -> 9 (t) est définie et indéfiniment dif-

(18) < férentiable dans [æ,Æ] à valeurs dans F; cp(Â)(a) =  o V/è =  o , i , -  • •;
J$) (t)

I il existe un borné cB de F tel que — ——  € cB , \fk  et t € \a. b]
\ H L*(kl)s 1 ’ J

On in troduit dans S)a>s (fa , b] , L ; F) une topologie en définissant un 
systèm e fondam ental de voisinages de zéro par

^  =  I <P I 9 (l> . à] , L  ; F) , 'ik  et t  e [a, b]
( L .(*!)'

où l ’on fait parcourir à un systèm e fondam ental de voisinages de zéro 
dans F.

On définit ensuite l ’espace

(19) ([« , 6] ; F) =  U ®.„ ([a , 6] , L, ; F)
l

où {L*} est une suite quelconque croissante tendan t vers +  oo, avec la topo­
logie de limite inductive (elle ne dépend pas de la suite {L,-}).

Soit ensuite {b;} une suite croissante tendan t vers +  oo; on voit aisém ent 
que les espaces ([a , b-] ; F), où l ’on suppose a < b donnent lieu à 
un spectre projectif (cfr. par exemple [24]) p a r rapport aux applications
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Pi,j ( i<  j )  définies comme les restrictions des 9 définies dans [a , bf\ à l’in ter­
valle [a , bi\. On définit alors l ’espace

(20) ®«,f ([a , +  00] ; F) =  limite projective 2)ajf ([a , bi\ ; F) .
h + 00

On voit aisém ent q u ’il ne dépend pas de la suite {bfi.
Enfin soit {a{} une suite décroissante tendan t vers — oc; il est évident 

que ^aits (\.ai > +  °°] J F) est un spectre inductif (au sens par exemple de [24]) 
p ar rapport aux applications p*vy (i < y )  définies comme prolongem ents par 
zéro dans \a - , afi des fonctions définies dans \ay, +  °°]. On définit alors 
l ’espace

(21) <&+,s (R ; F) =  limite inductive ([#,-, +  00] ; F)
ai -> -  00

et on voit aisém ent q u ’il ne dépend pas de la suite {a-} choisie et q u ’il coincide 
algébriquem ent avec l ’espace des 9 satisfaisant à (16) (17).

On définit de façon analogue (on échange le rôle de a et b, etc.) l’espace

® - ,* (R ; F) 

des fonctions à support limité à droite.

Espace &s (R ; F).

A lgébriquem ent l’espace &s (R ; F), ^ réel > 1 ,  est l’espace des fonctions 
t  -> 9 (/) définies dans R  et à valeurs dans F, indéfinim ent différentiàbles, 
telles que

(pour chaque intervalle [a, b] il existe un nom bre L  et un borné
0(£> (t)

cB de F  tels que — ; -■ ■ e eB k =  o , 1 , • • •, et t e [a , b] .
Lk f l ) s L J

De façon évidente on peut introduire la topologie sur &s (R ; F) en suivant 
la m éthode utilisée ici pour S)±5>y (R ; F) ou en suivant [15].

Remarque 3. -  On peut généraliser les espaces précédents en utilisant 
des spites {M^} convenables au lieu de la suite {M^ =  (k !)*}, cfr. [15].

6. Supposons m aintenant en outre que F  soit réflexif et notons F' son 
dual fort. Par définition Vespace O' (R ; F) des distributions de Gevrey d'ordre s 
à valeurs dans F  est l'espace dual de l'espace S), (R ; F '), i.e.

(23) (R ; F) =  (®, (R ; F ')) '.

On m unira cet espace de la topologie forte  de dual, sauf dans des cas excep- 
tionels explicitem ent notés,
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De la m êm e façon on pose par définition

(24) ®'+ „  (R  ; F) ±= (® _„ (R ; F ')) ' (resp. ® '_„ (R  ;F ) =  (® + „(R ; F ')) ')

avec la topologie forte de dual, sauf mention expresse de contraire; et on dém on­
tre  que j  (R ; F) (resp. 3) - „ ( R ;  F)) coincide avec le sous-espace de 
® '(R ; F) des distributions à support limité à gauche (resp. à droite).

L a dérivation et la m ultiplication par des fonctions (scalaires) de 
«r ( R ; Ç ) ( =  *r (R)), I <.r<C s, se définissent dans 3)) (R ; F) comme pour les 
distributions ordinaires.

Remarque 4. -  A  vrai dire les définitions données p ar (23) et (24) des 
distributions de Gevrey à valeurs dans F  n ’est pas la plus générale possible; 
par analogie avec les distributions ordinaires [23] on pourrait appeler « espace 
des distributions de Gevrey à valeurs dans F »  l ’espace' £ (f)s (R ; F)) des 
applications linéaires continues de (R) (=■ ®,. (R ; C)) dans F, au lieu 
d ’utiliser (23); m ais dans les applications que nous avons en vue c’est la 
définition (23) qui est la plus commode. En tou t cas on a

®; (R ; F) C £ (®, (R) ; F)

Remarque 5 - ~ D ans la suite nous utiliserons pour F  les espaces ® (O), 
3)7(O) , ®r (O) , (O) (avec r  >  1); signalons alors que l ’on a les relations
d ’inclusions suivantes; où r  et  ̂ sont des réels > 1 :

(25) ®_ , x (R ; ®r (Q)) C ®_, ,  (R ; ® (O)) G ® _(R ; ® (O))

chaque espace é tan t dense et continuem ent plongé dans les suivants; on en 
déduit alors, grâce à (24),

(26) (® _(R  ; ® (O)))7 C ®'+,x (R ; S)7 (O)) C ®'+,x(R ; ®) (O)) .

Définissons

(27) (R ; 3>7(0 )) -  (®_ (R ; ® (O)))7.

A lors (26) devient

(28) ® V ( R ; 3)7(0 ) ) C 3) V ^ ^  . j e t r > i .

Notons que la définition (27) diffère de celle de L. Schwartz [23]; notre 
définition est plus restrictive: on a

(29) ®'+ (R ; ®'(Q)) C £ (® _(R) ; ® '(Q)) .

Nous renvoyons aussi pouf une question analogue à la Rem arque 4. Rappelons 
aussi que

£ (® -(R );® '(Q ))C ® '(Q )



J. L. Lions e E. M agenes, Quelques remarques sur les problèmes, ecc. 473

où Q est le cylindre Q =  Q x  RÎ et ®'(Q) est l ’espace des distributions (sca­
laire) sur Q; et donc

®'+ (R ; ®' (O)) j ’ identifie à un sous—espace de . distributions 
(scalaires) sur Q.

7. On considère m aintenant dans R K+1 =  R” xR ^ le cylindre

Q =  O X R /1

O vérifiant les hypothèses du n. 1; et on désigne p ar

s  =  r X R*

la frontiere de Q. Dans Q on considère l’opérateur

(31) P =  A  (a: , / ; D*) -f- ~

où A est donné par

(32) A u =  2  (— i)1' 1 D '(«*(*, *)D'«)

D r désignant la dérivation par rapport aux variables x l f - • - , x n.- On suppose 
que les coefficients apq vérifient

(33) ^ € è 2lB(R;JC(Q))

où '% (O) désigne l ’espace des fonctions analytiques dans O. On se donne 
aussi un  système d ’opérateurs « frontière »

(34) ~  By (% J t j O*) u — 2  bjh ( x , t) T)x u j  — o • • • m — i
\h\ < m j  ' .

d ’ordre nij, avec o <  mj < 2 m, k coefficients bjh appartenant à (R ; 3C(T)). 
E t on suppose que:

(35) pour chaque t0 le système { By (x , t0 ; Dfi)}y=J est normal sur F ;

(36),

pour chaque 0 G 

+  (— !)»

TC TC 

2 ’ 2

Sy2

et chaque t0 P opérateur A  (x , t0 ; D*) +  

est PROPkEMENT ELLIPTIQUE dans O x R Ì  et le

système d'opérateurs «frontière » {By( x , t0 ; recouvre l'opé­

rateur A  (x , t 0 ; D x) -fi (— i)m ei%
dy*

sur T x R y

On a alors la formule de Green

P u v dx dt-
rn—1 m—1

u?*v dx dt =  2  / Sy« CjV da dt — 2  / By« Ty t; afe dt
j=o j =o

Vw , v e ®(R ; ®(Q)),
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où P* est l ’adjoint formel de P et {Sy}JrJ , sont des
systèmes, déterm inés de façon analogue aux opérateurs {Sy} , {Cy} et {Ty} 
de la formule de Green (3).

8. Nous considérons le problème aux limites parabolique

(38) P u =  f  dans Q

(39) Byu =  gj sur S  , j  =  o , i , • • •, m  —  i

(40) f  , g  j  étant à support en t lim ité à gauche,

et nous chercherons la solution u dans les espaces ®'+ (R ; ©'(£2)) , ®'+jJ(R ; © '(£2)) 
et © +) f (R ; ©^(£2)),. s 2 m  et r > 1 (10 11h Pour cela on va introduire les 
espaces:

(41) Y =  { u \ u e &+  (R;©' (£2)) , Fu e ©'+ (R ; K' (O))} <u>

(42) - Y ,  -  © '(£2)) , Pu e ©'+ , , ( R  ; K '(£2))}

(43) Y ,,r =  { * |* e ® '+ , , ( R ;® ; ( £ 2)) , P* e ©'+■,, (R ; k ;  (£2))}

m unis de la topologie localement convexe la moins fine rendant continues 
les applications u  -> u et u  -> Vu de Y (resp. Y si resp. Y S;r) dans 
©+ (R ; ©' (O)) (resp. ®'+;j (R ; S)' (Q)), resp. ®'+>J (R ; ©J. (£2))) faible et 
®'+ (R ; K ' (£2)) (resp. ©'+ t, (R ; K ' (Q)), resp. ©'+, ’ (R î K  (Q))) faible (i.e. 
on suppose ici, à la différence de ce que l’on a fait dans le cas elliptique et 
pour éviter des difficultés topologiques qui alourdiraient le problèm e de 
façon inessentielle, que © + (R ; © '(£2)), ®'+ , * (R 1 ©' (P))> ® + ,, (R ; ©  ̂ (O)), 
© + (R  ; K '(£2)), ©'+,, (R ; K '(£ 2)), ®'+f, (R ; K ;(û ) )  sont m unis de leurs 
topologie de dual faible respectivem ent de -®_(R ; ® (Q)), © _ 9J (R ; ® (£2)), 
® -.x (R  ; ©r(Û)), ® -(R  ;.K (Q )), ® - , , (R  ; K (£2)), ® _ „ (R  ; K , (O))).

P ar les mêmes méthodes q u ’en [15] (signalons que sous les hypothèses 
plus générales sur P et les By faites ici au n. 7 on utilisera les résultats 
d ’A granovich-V ishik [1] et de Cavallucci [6], pour l’existence des solutions 
régulières du problèm e adjoint, et que les difficultés topologiques rencontrées 
dans [13], p. 393 peuvent m aintenant être surm ontées grâce aux résultats 
récents de G eym onat [9]) on dém ontre alors les théorèmes:

THEOREME 5 (de trace)'. L'espace ® (R ; ® (£2)) est dense dans Y  (resp. Y r , 
resp. Y Sfr, avec s >  2m  et r >  1) et Vapplication u  ->Bu =  {B 0u , • • - ,B m- i u }  
définie au sens usuel de 3) (R ; © (£2)) dans [® (R ; © (T))]m se prolonge par

(10) Notons que si u est dans ces espaces P u a un sens (par la définition usuelle 
(P«,<p> =  (k,P*ç)).

(11) Nous définissons

©,+ (R ;K /(£ 2 ))^ (® .(R ;K (n )))';
cfr. aussi rem arque 5.
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continuité en une application linéaire continue encore notée u  -> Bu, de Y 
(resp. Y ,, resp. Y s,r) dans [3)'+>2»* (R ; W (B)j\m faible (i.e. m uni de la topologie 
de dual faible de (R ; X(Y) )Y) .

T h eo rem e  6 {déexistence)'. Le problème aux limites

(44) p «  = /

au sens de 3)' (Q) (resp. 3 )' (R ; S)' (£2)), resp. %'s (R ; %'r (£2)), avec s >  2 m, 
et r  >  i,

(45) Bj U = g j  j =  o ,- - , m —  1

au sens du Théorème 5, admet une solution unique u dans Y  (resp. Y  s, resp. Y s>r) 
pour tout f  e (R ; K ' (£2)) (resp. 3)'+fJ(R ; K ' (O)), resp. 3 )'+>J(R ; K( (£2))) 
et tout gj  e ®'+j2m (R ; K’(B))-, en outre Vapplication ( f  ; g 0 , • • •, gm-i) u est 
continue, chaque espaces étant m uni de la topologie faible de dual.

Remarque 6. — On pourrait dans les Théorèm es 3 et 4 prendre au lieu 
des espaces K 7 (Q) et K) (£2) des espaces plus généraux de distributions ou 
d ’ultra-d istribu tions, dépendant des opérateurs «frontière»  {By}y!o-

9. Grâce aux théorèm es 5 et 6 les différents espaces Y  , Y S , Y Siy ont 
tous le m ême espace de « traces»: [3>'+j2 m (R ; 3L (T))]m. On en déduit alors, 
en u tilisant aussi (30) une conséquence analogue à celle obtenue pour les équa­
tions elliptiques au Corollaire 1:

C o r o l l a i r e  2: Toute ultradistribution u de 2 )'+5<r(R ; S ) '(£2)) ou de 
® + „(R  ; %)'r (£2)) avec s >  2 m et r  >  1, solution de Vequation Bu — f  avec 
(par exemple) f  e 3)'+ (R ; S ' (£2)) est une distribution ordinaire (scalaire') 
dans Q (i.e. u e 2)'(Q)).

Le Corollaire 2 réduit donc le problème de la régularité des solutions ultra- 
distributions de Gevrey (d'ordre s !> 2 m en t) des équations paraboliques au 
cas déjà résolu des solutions distributions ordinaire, au moins pour les ultradi­
stributions à support scalairement limité à gauche. D ans le cas des opérateurs 
à coefficients constants un résultat de ce genre est contenu aussi dans le t ra ­
vail [6] de Björck, qui étude p a r des méthodes différentes de la notre le p ro ­
blème de la régularité des solutions ultradistributions de Beurling pour les 
opérateurs hypoelliptiques à coefficients costants. 10

10. Signalons enfin que p a r des méthodes analogues on peut étudier 
les mêmes questions dans d ’autre situations:

a) on peut caractériser les espaces de traces sur S  des Byu pour les 
solutions de l’equation Bu = f ,  ultradistributions à support quelconque, et 
étudier le problèm e aux limites (38) (39) dans le cylindre Q.
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b) on peut étudier les problèmes aux limites paraboliques dans un 
cylindre f in i i Qt =  O X ]o , T [ , T  <  00 :

P u =  f  dans Q t

BjU =  gj  sur S T =  r  x  ]o , T [

u (x , o) =  Uq dans O.

c) on peut étudier les problèmes précédents ' pour les opérateurs du
deuxièm e ordre en t ^du type A u  +  de Schroedinger ^du type

iAu  +  avec A  sym m étrique.

Les difficultés techniques sont beaucoup plus grandes; nous renvoyons 
au vol. 3 de notre livre [17] (cfr. déjà [14] et [16]).


